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It is well known in the manufacture of paper that its strength is conditioned 
not only by the quality of the pulp, but essentially also by the treatment in 
the beaters. And it is known that between the refining degree of the stuff. 
from the beaters (as determined, for instance, by the conventional methods) 
and the strength of the paper, there is not a strict correlation, even if the pulp 
and the flow sheet and machines are the same; modifications in the beater’s 
work are connected to variations in strength, for the same refining degree. 

It is plain that the distribution on the fibers of the squeezes produced in 
the passage of the stuff between the roll and the bedplates is of considerable 
importance, and that a pulp with each fiber having the same.number of 
squeezes is very different from a pulp which, with the same refining degree, 
is a mixture of fibers without and with a very high number of squeezes. 

We are not treating now the possible relations between the said distribution 
and the strength of the paper, as the question is exceedingly involved, and 
we should consider the contgibution of the intact and colloidal parts of the 


> 


«connection we developed the general solution of the problem, and that we 


' Theoretical distribution diagrams in discontinuous beaters. 


‘ volume of the stuff (in liters) V contained in it, and by the time of treatment T 
(in seconds); as V/q is the time required for a single passage of the stuff bet- 
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fibers to the tensile strength (1); generally in some types of paper we can 
anticipate that a non-homogeneous stuff (as distribution of squeezes) should - 
give a stronger paper than a homogeneous one. . 

Five years ago we studied the differences which should arise from a modi- 
fication in the flow sheet of a paper mill, obtained by transforming old beaters 
fed by hand, into continuously working ones with automatic feeding; in that 


think useful to expose in the following pages. 


} 


In a beater, let be g the volume of the stuff which passes between the roll 
and the bedplates, in liters per second; if the beater is a discontinuous one, 
the treatment of the stuff is characterised by the volume of the beater, i.e. the 


ween roll and bedplates, n = Tq/V is the number of passages during the 
period of treatment. Let be e the fraction of the fibers, which in a passage 
are subjected to the action of the roll blades (i.e. when » fibers are passed, 
en Suffered a squeeze each (*)). 

After the first passage there are e fibers with one squeeze, 1— e without 
squeezing. After two passages the squeezes are two in e*e = e, one in 


“(1 — e)x-e+.e(1— €) = 2e(1 — e), none in (1— e):(1— e) = (1— e)? fibers. 


Generally, after n (with n an integer) passages, the fraction of fibers having 
the number of squeezes i, between n and 0, is given by 


\ 
(1) po = ica eni, 
being the i-th term of the development of 
[e+(1— a)]". 


As it is apparent, the S are the probabilities that, after n passages, on a fiber 
the number of squeezes be 7; the formula is a well known one of the Calculus 
of probabilities. 

The mean number of squeezes on the fibers is 


( ) ipo a Date e)ri= ne, 


0 0 


bo 


(1) The question is treated, on particular hypotheses, in the paper of M. V. KANE: 
A theory on the development of tensile strength during the beating of pulp T.A.P.P.I., 32. 
546 (1949). 

(?) When there is the probability that in a passage the fibers are subjected to 
m actions of the roll blades, the calculation is the same, provided that the number 
of passages be multiplied by m. > 


Be A Saline SESTA of the stuff “ean de oat i the 5 paradioter ne. 
È “Pwo beaters: with different efficiencies €, & have the same refining degree 7 
of the stuff when the numbers of Beene My and n, are e AR Sa 


Ent the qualities of the stuff | are different, owing to the difterent dispersities 
of the squeezes on the fibers. 


Let us write the (1) as follows: . PINE 


7 


30 | po =(? \G ja e)"; | is ) me 


_ the fractions 6 can be calculated as products of the constant term a De 


by the (7)( i - y which are dependent from i. 


We can now compare the number of passage n of a beater with efficiency pe 
È: Fic the number n», of passages of an ideal beater with efficiency 1 “which gives ‘A 
| the same refining degree: ia 


PR 


| We have then a BS 

i i No i No n ‘ % Ù 

i COS ~ Ses ee ft 

g dieci si 


As the efficiency diminishes, and therefore n trends to infinity, the ao 
4 trends to a limiting value: j 


a n(n—1)ln— 2)... (n— i +1) ni (i nai I 
¢ F (2%) — A : : . e Pe 
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~ tase n i! eno 


If the number of passages is not an integer, but there are n+. passages, 
with » an integer and « a number between 0 and 1, the stuff is at the end © 
formed by a fraction « with n+1 passages, and by a fraction 1— « with no 
| passages. 

Therefore we have 


| (6) . sa ul ¥ S SI TAI MRS A a a (7) s(1— e)-? = 


| | nm + I sea is! i sE SEE IE 

n = |e( a )+= 2G) ea Sì e - 

| i i Dani 
1l—e n+] a 

tan Wael a ane 

eee nee): me, heres 
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The refining degree of the stuff is 


Mm = (n+ a)e 
and therefore 
oe) ito H 
n+ a—N pee ; il 


CO ‘ (7) spl ee a 4 


The 6), should be calculated not for the same refining degree m, but for i 
the same efficiency e, that is for the refining degree n = (n+1)e. 

As it is easy to see, the distri- 
bution diagrams, or the °° in | 
function of 7, are bell-shaped cur- i 
ves (3), with a marked maximum 
for è corresponding to the refining 
degree n, which are more flatte- 
ned as the efficiency is decreased: 
the maximum °° is so comprised 
between 1 (and the bell-shaped 
curve is degenerated in an unity 
function for î=%) for e=1 and 
(1/no!)(mofe)"° for e = 0. The curve 
for e= 0.5 is symmetrical to the 
AXAS t= Ng 


i) fi 


i le] 2 4 6 8 10 12 i 
a Fig. 1. A family of those curves, for 


the same » = 5 and several va- 
lues of n (passages) and e, is represented in fig. 1. 
The fraction of fibers having a number of squeezes between 0 and è is 


ME AE 
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It is apparent that we cannot expect from a discontinuous beater a notable 
variation on the distribution of squeezes; we can have only a different diffusion 
of the number of these about that corresponding to the refining degree m. 


(*) Really the diagrams are discontinuous, as the 6 do assume signification only 
for è an integer; but connecting the representative points of the f, with a continuous 
line allows to see the distribution with a great perspicuity. 
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Theoretical distribution diagrams in continuous beater. 


Let us have now a beater, with the same characters as before (q, V, €); 
and feed to and withdraw from it continuously the volume @ of stuff each — 
second. The feeding is before, the withdrawal after the roll, and we assume 
that the new stuff of the feed is thoroughly mixed with that existing in the 
beater. 


As before, the fraction of fibers having the number of squeezes i shall be 
given by the distribution function 6, being >, 6 = 1. The untreated feed 
0 


has obviously 
OT, ped ord 20. 


The volume q of the stuff which passes each second between the roll and 
the bedplates is formed by a fraction (q¢q— @)/q of the preexisting stuff, with 
the distribution 6, and by a fraction @/q of the feed. After the passage, 
of the feed we have a fraction (1— e)Q/q without squeezes, and a fraction 
e(Q/q) with one squeeze; of the 8(g— @)/q fibers having è squeezes before 
the passage, (1— e)((A — Q)/q)B have è, and e((q¢— Q)/q)B have î+1 squezees. 

Therefore we have, in continuous treatment, 


po = (1— eZ +(1— e) is po 


bri 17 ios pre TY (1) 
BO Se n pees Maa 8) ; p 


BOD = e = Q po + (1 e) 3 0 pe». 


From the last line we get the recurrence formula, for è # 0, 


«ed =@ 

t+1 (i) + 
(9) a eg ese) ola 
from the first 

(1— e)Q 
(0) — ig 
HO) reni 
and from the second 
eqQ 


(11) pe =a [eq ae Gi €)Q |? Ù 


uicza ina | È a "i > 


Leg (1— 890 
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twas e i ee 
si si The mean number of Bees on the fibers, or the refining. deers es 


i ki eqQ aah ag — 0). vi 
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Confronting with (2), we see that the same refining degree in the contin x 
Z “uous beater is obtained in a discontinuous beater of Ene same efficiency with. 
SA number of passages n = q/Q. 

Introducing the refining degree #,, the (10) and (12) are written 


") 


iL == i 
(0) 05 DI a Cane 
| B (PRA EZIO 
N No ME 5 : 
(+l) — A 
| B (no +1 — 8)? È ui (è from 0 to oo). 


i As Q diminishes, n trends to infinity; for a constant refining degree Noy 
e is then vanishing, and the f are approaching the limiting values 


go = 1 (2 i uri 


No +1 EN Ng 


BD = cay eet pr 
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z ; ' CONTINUOUS VERSUS DISCONTINUOUS BEATERS A ones) ie sag 
; And, for e=1 (each passage corresponds to a squeeze on the fiber), SIZE D 
La 
(17) Born oy ip No — il: î rd 
No\ No : 


\ The distribution curves are very dissymetrical bell-shaped curves, and — 
their maximum does not correspond to i = m, as for the discontinuous 
beater: for e ->0 the maximum is for i=0. A family of these curves is 

- traced in. fig. 2, for n = 5 and 

x. for several values of e or 
(q/Q) = n. ui 

With a single continuous [\ 
beater we have a distribution \ 
in the pulp characterized by a 
great fraction of fibers with | 


\ n = 5000 
\/ € = 1000 


very few squeezes: the paper ss 
obtained from it should be a £ = 0,500 
rough, very strong one. 


Theoretical distribution dia- 005 
grams in a series of several 


| é 
continuous beaters. È 
3 S 
; : : 4.5 16 
Let us imagine a series of 9 ee, 5 Sig o's Pei eee rae cae 
continuous beaters each feeding Fig. 2. Ae 


the next with its overflow or ee 

with a portion of it, and characterised in the series by successive numbers... . i 

EST ae ali Pe Da Se 
The distribution function of the overflow of the beater s +1 be ay the . 

efficiency £::1, the flow between the roll and bedplates q,41 = #410:41, being Dì 

Q,., the feed to the beater, which has the distribution function ff”. vor 
As before, we shall have 


0) Vsti — Qs Fl (0) 
po + ft Ch. pa, 


(0a PEZZO 
Sti: (1 = E541) 
stl dst1 


La pi en SA s SAR 
st1 ds+1 


; Qui i) qua Oa AG) 
(dad), cv | 3 “BE al vee | 


AE goa) (Oe pre pee Ses. gp 


s+1 
Qs+1 ds+1 


Resolving respect to ff), and fi”, making the proper substitutions, and 
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writing for sake of simplicity 


ts Esti 
Aga = 
ie CIAO Di 1 DEF Csi 
Esta (Meta — 5) 
18 Cee = 
a) EGY Ae eye eee 
Es Ns 
(1 A) (1 C) Lasa 410841 


[matie <È die Sa 


we get the expressions for the +, as depending from the f, as follows, 


| ae = Asti Be ’ 
(19) es 
i | AGE = Aa BT + A Asa )(1_C;a) x. cute: 


8s+1 


It is easy to verify that >, 8, = 1, provided that x, B? = 1; the coef- 
0 


ficients of the f° in the sum are all A, + accise DO) x, Oa 


2 es) 
and therefore 2s ne ms x, BOZZA 


0 
If we Panis BO =1, Bj? =0, as for the untreated stuff, we get 
(20) Bowe An ee Pye EA (I, 


which are coincident, as it should be, with (10), (12), or (15). 
If now we assume the (20) as f,, we get 


6 — AA, 
poe a A,pety + ALA NS, Ci- î ie 
0 
> ASBOED =e (ES A,)(1 ZIO 2)0} ; Si CE (ia 0) 5, Qi. gt» — 
0 
= A, a A,)(1 Tor 0,)C} te A,(1 rear, A,)(1 ‘oa 02) C; SR 


A-4)0— 0) At — 0-5, O08, 


But the sum, when ©, # 0,, can be transformed as follows 
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(Ul A 2)( a — C2) ( ip Gal 4x1 CI oy 
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CISA wa A ¥ 
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we get, when 0,40, 4 C;, in an ee manner, 


BP = AAA 
+1) __ uot Gr As 0): j (1 — Cs) — A;(1 — C,) 
Ci + M® 3 3 2) 
22 ps a ee C=; 1 He 2 i GE 0, 
e Ls LA 3 MP) 
Sa + 3 3 i 3 LEE a a pee Ge Sp CG = Cx ti 


. It is easy to discover now the recurrence formulae for. the MoE, ch 


| symbol meaning the coefficient of the C’,, in the 6}, being 


fo. 6°, =IL 4, 
(23) 2 

4 BYP = ie Cra 

E, g We get 

ss msp = AO . Ca Sea gg for 
a (24) : TELA 

7 Besa = 1 8 M® 

¥ MET — (1— As) C541) {IL A+ L= Cc Os \. 
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When some of the C°s are equals, the corresponding reduced formulae 
| deduced by a passage to the limit or directly. 


pi 
ae MO E ao RIE 


ia cea 4) i 


x, 0H1= = jon we have fi for 6 = | 


ri dea 


— 0 


Be | f aya Ay+ Att Az) bee 
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i = {russa Az) da A,A;(1— As) + A; Ag( dat =! 


+ilh (Ad) +A(1A Ay) AA; ja ale = 


+ WE) a aya —4,ya—4y(*3*) pom. 


=... = A,, and all beaters are identical, the formulas: a 


de 


gn lat 


Ia then pee =.0, 0, =(n.=1)/n, and it is easy to reduce the general for- 
mulas: so for one, two, three beaters, we have: da > 


Bee Pane netti 
M\ N 


porn = 


(AT) DE 
3 


2 Haka vee 0. 3 “The sums are ie Lira to. ine o ae ee m= = 
and the per» are null for j from 0 to s—2 included. We have thus. 
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28 ) Sa ia et a es 

5 ) Be = (6 DA 0041 (si— 1). ae i) FIATO 
q The refining degree of the system of beaters in series i.e. the ce RS number ~ 5 
2 of squeezes on the fibers after the beaters, is oe ao a i 
(29) | ty = >, 18? = ij + 1p. 

+ nera 3 0 LOI) 
| After some calculations, we get from (24) 
7 (30) | Ma mei +.Myen 4a E Mae = 2. MrEr + 
_ Therefore the Lan degree of the system of S beaters in series is “the SI 


sum of the refining degrees of the single beaters. With beaters having dif 
di ferent efficiencies, but the same n, the refining degree is 


e. 


é i 


3 -with the same efficiency (°), 
No =SNE . ey 


(5) For instance, applying the (29) to the (26), we have 


& Ee pena j ae ies ASE Spe 
fi 2st eno. (2)(4 21) | G Z a 
| = dm 
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q aK m 1 ee 1 
i E E e 
i = s(1 — A) Dn È = 3 
| Therefore 
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When the efficiencies are trending to zero, the C are also zero, and the 
beaters are without effect, unless the feeding be also reduced to zero, so that 
the product ne be a finite number. If that is the case for each beater the 
formulas are as before, with 


1 c Ns 
A 0, 


; For identical beaters 


1 \s | m SI VE (Si 
FOO (i. Cpe EY he ede ST et 3 
(32) wet (; LE i) Bi (, sa i) È - 1) Xm ie i) 


The distribution curves are bell-shaped asymmetrical curves with the max- 
imum the more shifted towards the i = n as higher is the number of beaters. 
in the series. 

A family of these curves is. 
reproduced in fig. 3, with the 
conditions n, = 5, e= 0.5 for 
each beater (and therefore 1, is. 
2.5, 5.0, 7.5, 10 for one, two, 
three, four, beaters). 

In the diagrams is apparent: 
the progressive variation in the: 
distribution curves as the re- 


Q30 4 


= fining degree is growing as. 
consequence of the treatment. 

th in the successive beaters. 

y In the family of curves 


reproduced in the fig. 4, in- 
stead of having the successive 
distribution in a series of beat- 
ers, we have the distributions. 
for the same final refining de- 
gree n» obtained with one, two, 
three... beaters, and therefore 
the modifications in them in- 
duced by subdividing the continuous work of the refining in a variable 
number of beaters. 

But, as the parameter n, cannot be inferior to the unity (7, =:9,/0;; is 
the unity when the feed to the beater equals the flow between roll and bed- 
plates and nothing is recirculated), for given efficiencies of the beaters and 
a given value of the cumulative refining degree n, the number s of identical 
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| beaters in series cannot exceed a maximum value: s < moyfe. If we suppose 
ns = 1, for each beater we have A=1— e, C -= 0, and in the expressions (26) 
we have only the terms in which : 
the exponent of C is zero. 
Therefore, when the ¢ are 
equal, we get, retaining only 
the terms with m=j+1 1 Re 


epee ese | / \ 
80 Ì Cui ; / Go 
=|. AE ANIA E =05 
(33) rae i i \ 


= () (1— e)s-isî. 


s=20 


Re 


The distribution is thus coin- 
cident with (1), as in a discon- 
_ tinuous beater with the same 

efficiency, and with s passages 

of the stuff between roll and 
bedplates: the refining degree is 
se =n. So, if n is set, s is also fixed, and a discontinuous beater with effi-. 
ciency e and refining degree n, is equivalent to s — m/e continuous beaters 
with the same efficiency and without recirculation of the stuff. 

In the fig. 4 is traced also the curve corresponding to that limiting case 

of discontinuous beater: (nm = 10; e = 0.5). 


Fig. 4. 


Practical application. 


Having so analyzed the results which we can expect from different dispo- 
sitions of beaters, we shall apply the formulas to two alternative flow sheets 
which were used in an italian paper mill (°). 

The flow sheets are compared supposing that: 


a) the beaters are identical and with the same efficiency in the discon- 
tinuous flow sheet (beaters fed by hand) and in the continuous one; 


b) the number of beaters is the same (nine) in the two flow sheets; 
c) the discontinuous flow sheet is with nine parallel working beaters; 


d) the continuous flow sheet is with one beater feeding three parallel 


(6) At Cairate paper mill of the Cartiera Vita Mayer & C. of Milan (Italy). 


Be, Ag ys ‘6. BOZZA and P. GHISONI 
%: é working beaters; the overflow of these, thoroughly mixed, goes to five parallel 
- _-working beaters; 


e) the time of working in a discontinuous beater is t', while the time 
ey of a cycle, including that necessary to loading and unloading is 7; 


ora MT SRI a 


LX f) the flow between roll and bedplates in the discontinuous beater, q’, 
is q(t/t'), being q that in the continuous one; 
ic: | 


g) the refining degree is the same for the two flow-sheets. 
We have then, being V the volume of the beaters: 
. — flow @ of stuff 


qV 
ee oa 
ny E al refining degree in the discontinuous flow-sheet 3 


IAP 


| eq 
e i= = see formula (2) ; 


$ 


— flow of stuff in the continuous flow-sheet, for the first beater @Q, for the 
three beaters Q/3, for the five Q/5. 


— refining degree in the continuous flow-sheet 


€ 
i No ae ai ZI 0 =, 9 o (see formula (30)). 
| Therefore 
ee Ed e gt eg Sa 
Moto 937 e n = 


for the conditions f) and g). 
Fixing n, = 9 and e = 0.1 (so n = 90), we have the distribution function 
.___‘»». for the discontinuous beaters, 


90\/0.1\° 
Bo =| ; fa) 0.990 formula (3). 


For the continuous flow, indexing with 1, 2, 3 the first, the second and 
the third group of beaters, we have i 


1 PK 20 È 
\ Ni =AiT34 Mo = = — ee 


5 
9 e © ALI 9 


Wie 85 >» 
so that Yme=m. Therefore 


r 


aelred 6 ine 09° ea (paio . SARTO (E 
pi: PRE A RO ROS ; a. L 
: = 
fo 09 8s 88 a 
Bye tae, 8977" Ae. 3.0) 
er t= 109 i eae 
Cia TORO Se 015 


and we get the f,, f», Bs, applying 

the formulas (26). 2010 
In the fig. 5 are traced the distri- 

bution curves for the discontinuous bea- 

ters and for the outflow from the con- 095 

tinuous system: and also the 6, and pf, 

intermediate distribution curves. 

The different distribution functions 

in the two flow sheets, which were Fig. 5. é i 

identical in the other parts, should cor- fe 

respond to some diversity on the quality of the paper. i 
«In table I we put the strength (monthly averages) of the paper 

made from the same raw materials and in the same paper machine, 

 firstin a period with discontinuous beating, second in a period with continuous. — 5 

beating. The beating was always to the same Shopper-Riegler degree. © ees 


iscontin. 


TaBLE I. — Tensile strength of paper in meters. 


4 Month Longitudinal Transversal Remarks 
1947 November 5 900 3 620 discontinuous beating; aver- | 
December i 6400 3510 age strength from Novem. | 
1948 January 6400 3440 ber to March: 
February 6300 3320 longitudinal 6300 
4 March 6280 3450 transversal 3470 
April =: — 5 
May 6210 3830 continuous beating; learn- 
June 6250 4050 ing period 
July 6580 4230 continuous beating; average i 
August 6570 4140 strength from July to De- 
i September 6700 3 960 cember: 
October 6 800 4260 longitudinal 6640 
7 November 6570 4186 transversal 4160 
December 6 650 4270 


\ = od i j i 
| 4 a | 
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It is plain that we had an improvement in the quality: the longitudinal | 
strength was increased about 5%, the transversal about 20%. . 
Besides there was an important saving in labor and in electric power per 
ton, as the consequence of eliminating the time needed for loading and un- 

loading the beaters. 

We think that it should be interesting to use the same calculations also 
for other continuous refining methods, to see how the characters of the stuff 
are changing with the change of the recirculation system in the refiner (*). 


(7) See also: L. E. RANDECKER: The fundamentals of Controlled Flow Beating, in 
Paper Trade Journ., 126, n. 18 of April 29, 1948, page 53. 
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SOMMARIO: — A) Caso del contatto del g.s. con una superficie metal- 
lica. 1. Posizione del problema. — 2. Andamento teorico della pressione 
e del coefficiente di trasmissione del calore. — 3. Esperienze di tipo mec- 
canico. — 4. Esperienze di tipo termico. — 5. Risultati sperimentali e 
confronto con la teoria. — 6. Il fenomeno delle vibrazioni acustiche. — 
B) Il film gassoso ali’aria libera. 7. Struttura del film. — 8. Il percorso 
dei fumi. Vortici. Colori. - Appendice sul problema aerodinamico. 


Nel corso di uno studio (*) sulla sublimazione dell’anidride carbonica solidi- 
ficata e compressa a circa 200 atmosfere, denominata comunemente « ghiaccio 
secco » (che abbrevieremo in g.s.), sono affiorate diverse questioni, interessanti 
anche dal punto di vista scientifico. 

Abbiamo voluto fermare l’attenzione sul film gassoso che si forma e preci- 
samente in due casi: 


a) quando la superficie del g.s. è premuta contro una superficie metal- 
lica di cui si può regolare la temperatura; 
b) quando la superficie del g.s. è esposta all’aria libera, ferma o in mo- 


vimento. 

Segue un’appendice matematica. 

Avvertiamo fin d’ora che le grandezze che incontreremo verranno misurate 
nelle unità che volta per volta tornano più comode e che verranno indicate, 
ma le formule valgono per qualsiasi sistema di unità coerenti. 


(1) A. SeLLERIO e G. B. CoLLura: La termotecnica, p. 465 (1952). 


2 - Supplemento al Nuovo Cimento. 


$ ì CI =) A 4 o fl TO ù UE RAS oS “<P. 7) A Do AS? di e SIT ae 4° Li a 
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A) Caso del contatto del g.s. con una superficie metallica. 


1. — Posizione del problema. 


Quando un pezzo di ghiaccio secco, per il quale la temperatura di equi- 
librio tra la fase solida e la fase gassosa alla pressione ordinaria è — 78,6 °C, 
si porta a contatto con un pezzo di metallo, il ghiaccio secco riceve il calore 
dal metallo e genera un film gassoso che provoca i! distacco tra i due corpi; 
si ha un pseudo-contatto. 

Dopo il distacco, i due solidi possono tornare in contatto vero e proprio 
‘e di nuovo distaccarsi dando luogo a vibrazioni (vedi n. 6); ovvero possono 
rimanere staccati, in una situazione stazionaria di cui andremo ad occuparci. 
Il film gassoso in moto regolare fra le due superfici affacciate, determina una 
resistenza termica costante; nella prima nota si potè già stabilire che l’ordine 
di grandezza del suo spessore è pochi centesimi di mil- 
limetro. 

Prima di descrivere le esperienze, vogliamo impo- 
_—- Stare e chiarire l’attuale problema riducendolo allo 
ae? schema più semplice. Sul pezzo di g.s. fig. 1, delimitato | 

superiormente da una superficie piana orizzontale che si 

assume .come piano %, y, poggia un disco metallico di 

raggio a (nelle nostre esperienze 2a = 5 ecm) la cui 
superficie inferiore, di area S, è mantenuta a temperatura costante t,, me- 
diante un flusso di calore Y che l’attraversa dall’alto verso il basso: arrivando 
sul g.s.. La temperatura di questo, t,< t,, si suppone pure costante. Tra i 
due solidi sta lo straterello di gas CO,, di spessore h. Sul disco metallico, a 
parte la pressione atmosferica, agisce una forza G verticale, diretta verso il basso 
e centrata, che si può far variare volta per volta e può anche ridursi al solo 
peso proprio. 

La quantità di calore 7, fornita nell’unità di tempo all’area S = za?2, serve 
per trasformare il CO, solido in vapore surriscaldato; se per l’unità di massa 
occorre la quantita di calore g e nell’unità di tempo viene liberata dall’unità 
di superficie la massa o, si ha: 


Za Moor} ' 
; solido ‘ 
Zs 


Fig. 1. 


Q 
1 =. 
(1) da 
La q si compone del calore di sublimazione 4, che è la parte preponderante 
(136,6 cal/g a — 78,6 °C, sublimaz. a 1 atmosfera; 136,1 a — 75 °C, sublimaz. 
a 1,33 atm) e del calore di surriscaldamento dei vapori (CO, calore specifico 
vicino a 0,19), senza contare fughe o apporti di calore attraverso il CO, solido. 
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Mediamente si può prendere: 


q = 142 calfg. 


x 


In figura, h è stato deliberatamente esagerato; poichè h< a, il moto se è 
regolare, avviene per filetti sensibilmente paralleli al piano xy e radiali. Il 
passaggio del calore dal metallo al g.s. è essenzialmente da considerarsi come 
un fenomeno di conduzione e, in prima approssimazione, si può anche pre- 
scindere dal movimento del gas. Questa semplificazione, su cui torneremo, è 
giustificata soprattutto dal fatto che delle 142 cal/g che costituiscono q, non 
più del 5% è speso nel riscaldamento del gas: la parte predominante va dunque 
al g.s. e la convezione ha una funzione molto modesta. Detta xy la condutti- 
vità termica del gas, K il coefficiente di trasmissione globale e posto 0=t, — %,, 
potremo scrivere: 


(2) Q = KS0 = 4 80, 


ey 
(3) i=. 


La @ si può determinare in due modi diversi, n. 4, quindi lo spessore h si può 
conoscere per via termica. 

Indicheremo con « il numero che indica di quanto indietreggia la super- 
ficie del g.s. nell’unità di tempo a causa della sublimazione. Questo dato che 
è una velocità fu chiamato «calo » nella nota precedente. Se per comodità, 
Si esprime in mm-min" e o in kg:m-*-ora-! si ha: o — 100%; in unità coe- 
renti, se si indica con mw’ la densità del g.s. si avrà: 


(4) tae 


Sono immediate alcune considerazioni di carattere meccanico. 

Per la simmetria, le traiettorie devono essere tutte contenute nel piano 
meridiano, quindi la velocità è scomponibile in una componente radiale V, 
e in una ascensionale V,. 

Sulla V, si può fare una precisazione molto semplice. Indicando con A la 
velocità ascensionale del gas CO, appena all’uscita del g.s., con la sua den- 
sità, si ha: 


(5) o= Au 


e poichè, nelle condizioni da noi supposte, A si può ritenere costante su tutta 
la superficie del g.s., segue: 


per 2=0 WI aCOSt-— Ar 


In molte questioni di aerodinamica teorica, a meno che non intervengano 


\ 


Pe 
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eccessive differenze di temperatura:o di pressione, per evitare complicazioni 
insormontabili si assume u = cost. Così faremo anche noi, supposto che il 
disco di metallo sovrastante il g.s. non sia nè troppo largo nè troppo caricato. 

Ne consegue che la velocità radiale media rispetto a 2 deve soddisfare alla 
condizione ar?A = 2arhV,, da cui: 


= A 
(6) Vine yt 


Da qui si vede che, salvo l’intorno dell’asse. (r = 0, A/V, = 00), il moto è 
prevalentemente radiale. 

Pure immediata è un’altra considerazione: la pressione esercitata dal gas 
CO, sul piattello metallico dal basso verso l’alto deve bilanciare la pressione 


atmosferica p, e quella destata dalla forza G che agisce sul piattello verso il 
basso, cioè deve essere soddisfatta la condizione: 


r=a 


(7) Gis | (peas = | Pas = | B-2arar. 


s s r=0 


Se la pressione ha (come vedremo) un andamento parabolico: 
(8) (p—pa=na— r°), 


l'andamento di essa è unicamente determinato dal valore di G, senza che 
occorra conoscere lo spessore. Infatti da (7), (8) seguono successivamente: 


(9) Gi = nas ; 
2G 
(10) . ARR DS oma tes 


2. — Andamento teorico della pressione e del coefficiente di trasmissione del 
calore. 


Da quanto esposto sopra, appare che il problema termico è intrecciato col 
problema aerodinamico. 

Per non intralciare l'esposizione, riferiremo su quest’ultimo nell’appendice: 
la soluzione è quella ivi indicata con 6; la forma delle linee di corrente è rap- 
presentata dalla fig. 2 (la scala delle ordinate è circa 200 volte più larga); 
l’asse r= 0 e i raggi del disco superiore fanno parte (teoricamente) delle linee 
di corrente. 


è 
è 


“ ud e Mer. PA ea Pitt Pa A e a nre, ala ese Sy TE (A Mit ETA ERETTI Prod 
Py, LABINI OE Sete ITA e MITE Lak + ee (eo BS pee et = 
SS Ra RES FTA e le a RE SEARS 
H j Ae 5 Sewn 3 È 7 nt < = 

NA 


‘ x = VA o K na c ‘ , à Ma ‘ 
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Per la pressione (vedi appendice b, f), si ha: 


Op 12A4(h 
(11) de nr uf} h3 (3 > , 
12 RA  ee STE EZIATI 
(3 or 7a (1 24 N ) i 


dove 7 è il coefficiente di viscosità del gas CO,. 

Tenuto presente h< a, si deduce che, salvo tutto al più l’intorno di r==0, 
privo di interesse, si può prescindere dalla variazione di p in altezza, cosicchè 
integrando la (12) si ottiene: 


A (6 LA 
(13) ee Oe py 3 (7 a (a2?— r?). 


L’andamento è parabolico, in pieno accordo con le esperienze che descrive- 
remo. La (9) dà: 


ma* (6n. pA 
14 RNA ORI, OE IRI ae E 
(14) = 4+ 5) 


Possiamo ora mettere facilmente in relazione il peso (0 più generalmente la 
forza G), con cui il disco metallico è premuto contro il g.s., con il coefficiente K 
di trasmissione del calore. 

Infatti da (1), (2), (3), (5), si ha: 


0% 0 
15 A=—4=—K 
i uqh wg” 
che sostituita nella (14) dà: 
nat ( 670 0? 
(16) Go Li | 2 na 2 ) Kt. 
4 \ugx®  4uq°x 


In prima approssimazione si può dire che, mantenendo 4 costante, K è. 
proporzionale a V G. Guardando però più attentamente la (16), risulta che K 
si può considerare come funzione di G, e della temperatura t, della faccia infe- 
riore del disco metallico. Infatti, dati G e la pressione atmosferica, è deter- 
minata la pressione (media), da cui dipende ¢, che si può porre eguale alla 
temperatura di equilibrio fra CO, solido e CO, gassoso, poichè nello spazio 
interessato non si trova aria. Dalla pressione e dalla temperatura media 
(t-+t,)/2 dipende la densità 4 del gas. Quanto a 7, x, q dipendono pure da G, t,, 
ma variano poco e con buona approssimazione si possono ritenere costanti. 

Per far sentire l’importanza relativa delle varie grandezze in gioco, diamo 
un esempio di calcolo, supponendo che la forza sia data dal peso di 1 kg, al 
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quale corrisponde una pressione media di 1,05 atmosfere e quindi una tempe- 


ratura del vapore saturo t, = — 78,5 °C, e che sia t, = — 16°C. La (16) in 
unità C.G.S. si scrive in questo caso: 


1000-981 = 


7: 2,5%/- 6+116-10-9-61;5: |> 61,5? ; 
4 \2,3-10-8-142-2,7*-10-15 | 4-2,3-10-*-1423-2,72-10- 


Il primo termine è quello viscoso e vale 667-101°, il secondo è quello iner- 
ziale e vale appena 3-10!° all’incirca. L'andamento del fenomeno è dunque 
retto essenzialmente dalla viscosità. 


I risultati teorici calcolati in base alle formule esposte e per i valori fissi 


a = 2,5 em, ty =— 16 °C sono esposti nelle fig. 3 e 4, nella quale ultima, (V,) 
indica il valore per r—=a. Siamo dunque 
K unità . . 
$65 recnihe h in grado di conoscere h. 
0.016 - 5991 ro 


4 centesimi di mm 


ot of ri a. co 1 4 4 sì ) Lo 
(o) 1 2 3 4 5 6 7 8 
Fig. 3. Fig. 4. 


Dal K espresso in unità tecniche Cal m-? ora“! grado}, si passa al K in 
unità C.G.S. cal em-? s-1 grado“! mediante la relazione: 


Kroes = 36000 Kyo - 


tecnico 


3. — Esperienze di tipo meccanico. 


RI | Per rilevare l'andamento della pressione sulla su- 
i MI | ||stafta mobile a Ù È Lo i 

I perficie inferiore del piattello abbiamo praticato, 
lungo un diametro di esso, un certo numero di fori 
ad asse verticale e vi abbiamo saldato sottilissimi 
| tubi di ottone, collegati ad altrettanti manometri a 


C0, 
solido 


UY 
Yj YY 
YH 


<< sa mercurio. Il piattello, diametro 50 mm, spessore 3 mm, 
N era di rame e costituiva il fondo di un bicchierino 

(fig. 5) contenente alcool. 
Fig. 5. Vi erano immerse due resistenze riscaldanti in- 


corporate in un agitatore ed erano presi i provvedi- 
menti necessari per assicurare l’uniformità e la costanza della t, del piattello. 
La potenza veniva misurata col wattometro. 


_— 


sa > 
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Il fondo del bicchierino veniva adagiato sulla base superiore, esattamente 
spianata, di un cilindro verticale di g.s. di raggio eguale a quello del disco 
metallico, e poggiante a sua volta su una mensoletta. Il bicchierino poteva 
essere premuto contro il g.s. con una forza G mediante 
una staffa (fig. 5) caricata inferiormente con pesi. Si at- 
tendeva che si stabilisse un regime costante, controllato 
mediante il termometro immerso nel liquido e i mano- 
metri a mercurio. Le letture richiedevano prontezza 
perchè il g.s. si consuma rapidamente. 

I valori sperimentali della pressione; insieme con 
le parabole individuate da G = cost secondo la (10), 
sono riportati sui grafici della fig. 6. L’accordo è sod- 
disfacente. 

Qualche riserva si può fare per pesi molto forti, 
perchè vicino a 4 kg si ebbe un accenno di deviazione. 
Inoltre, è da notare che, se il pezzo di g.s. è stato conservato a lungo, l’anda- 
mento della pressione può assumere carattere capriccioso, a causa di incrina- 
ture appena riconoscibili, prodotte da squilibri termici durante la conservazione. 


Fig. 6. 


4. — Esperienze di tipo termico. 


Il bicchierino, con l’alcool riscaldato elettricamente ed agitato, era simile 
a quello descritto sopra, ma il fondo era privo di fori, e la parete era costi- 
tuita di materiale isolante. Nel fondo metallico, in prossimità della superficie 
inferiore e nel suo centro, era sistemata una giuntura di una pinza termo- 
elettrica. Determinato il valore di Q@ mediante il wattometro, e il valore 
0=t,— t, in base alla lettura della pinza, che dà t,, e alla conoscenza della 
pressione media, che dà #,, si può calcolare il coefficiente di trasmissione 
K=@:(S0), e confrontarlo col valore teorico dato dalla (16). 

Alla staffa mobile, di cui sopra, erano applicati due indici che permette- 
vano di apprezzare l’abbassamento del bicchierino e quindi il «calo ) «. 

Le relazioni (1), (4). danno: 


(17) Q=qSpa, 


cosicchè il K si può ricavare anche per quest’altra via. I valori così ottenuti 
sono segnati, nella tabella che segue, in parentesi perchè essendo inficiati da 
molteplici cause di errore possono servire solo per controllare l’ordine di gran- 
dezza. 
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5. — Risultati sperimentali e confronto con la teoria. 


Comprendiamo nella tabella seguente i risultati sperimentali: 


| K in unità tecniche 
ty | 
È Peso i (disco li 
DO Sr AFENIONIDTI metallico) | Caaciato sperimentale apprezzato 
| dai watt dal calo 
370 ee 220 179 (189) 
1405 Sts: | 318 248 (283) 
2405 Pg | 380 306 (295) 
3405 2593 442 428 (410) 
3.405 — 25 442 453 (420) 
4905 | — 20 | 477 431 (460) 
5 905 — 29 | 524 510 (600) 
7905 — 26 | 565 520 (626) 


Facciamo rilevare che la necessità di schematizzare il fenomeno ci ha indotti 
a imporre delle semplificazioni, cosicchè la teoria svolta nei n. 1-2 e nell’appen- 
dice ha solo il valore di uno schema di prima approssimazione. E come tale, 
tenuta presente anche la concordanza rilevata nell’espe- 
rienza meccanica (vedi fig. 6), non si può negare che 
nell’insieme abbia dato un risultato soddisfacente anche 
per la parte termica. 

Per facilitare il confronto fra la teoria ed espe- 
rienza e la discussione, abbiamo segnato nella fig. 7 i 
valori sperimentali di K in funzione di G, (riportandoli 
mediante lievi correzioni all’unica temperatura 
t, =— 16). Si ha la curva a tratto intero, che ha lo 
stesso andamento, ma è lievemente più bassa di quella teorica calcolata con 
x = 2,7:10-* C.G.S., che corrisponderebbe a t= (t,-+t,)/2. Lo scostamento 
sistematico può essere dovuto alle semplificazioni ammesse nella impostazione 
teorica, o a qualche errore sistematico nelle esperienze termiche, ovvero anche 
al fatto che i valori di y non sono molto bene conosciuti. Dalla (16) si de- 


Fig.. 7. 
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duce che, fra le costanti x, 7, 7, quella che ha il maggior peso nel valore di K 
è la y e basterebbe alterare un poco il suo valore per avere addirittura la co- 
incidenza fra la curva teorica (tratteggiata) e quella sperimentale. 

Vogliamo tuttavia soffermarci brevemente a vagliare quelle fra le varie 
ipotesi, espresse o sottintese, che possono maggiormente influire sui risultati. 


Conduzione pura. — Nel dedurre la (16) si è fatta astrazione dalla convezione, 
ma di essa si può tener conto scrivendo che non tutte le q calorie arrivano 
fino al piano z = 0 del g.s., ma solo le % necessarie alla vaporizzazione, mentre 
il calore di surriscaldamento viene ricevuto dal gas CO, lungo il suo cammino. 
Tenuto conto (vedi appendice) di div V= 0, si arriva all’equazione differen- 
ziale: 


Obie Ee ot Gu ot ot 
18 RARO AY re E PANI 
> DIA ( 5) x (vr. A; =| i 


in cui V,, V, sono note funzioni. Poichè qui si tratta di apprezzare solo Vor- 
dine di grandezza della correzione da apportare, è lecito ammettere che nello 
strato compreso fra <= 0, t=t, ez=l,t=t, le superfici isoterme siano 
sensibilmente piani paralleli 2 = cost, e introdurre le consuete approssima- 
zioni di calcolo (per esempio, e® ~ 1 + x, per x <1). Si trova così che, per 
effetto della convezione, nella formola (16) alla y occorre sostituire una 


i 3 6,9 1,28 
iii 


Resta così confermato che la convezione non introduce deformazioni notevoli 
nello schema di prima approssimazione. L’irraggiamento è del tutto trascura- 
bile. 


Temperatura t, uniforme sulla superficie del g.s. — Il film di CO, ha pres- 
sione decrescente dal centro verso la periferia, quindi sul g.s. la t, (sublima- 
zione) deve decrescere dal centro verso la periferia; le variazioni si possono 
ritenere di lieve entità, in confronto del salto 0 = t,—t. 


Costanza di u, x, n, accettabile in prima approssimazione; per vedi n. J. 


La superficie del g.s. è stata supposta piana. — All’inizio di ogni singola prova, 
la superficie veniva levigata e ciò si può fare agevolmente. Alla fine appariva 
pure piana, ma la constatazione visuale non basta allorchè si ha da fare con 
spessori di film che sono dell’ordine di qualche centesimo di mm; l’ammis- 
sione è legittima quando l’esperienza si conduce rapidamente, il che non è 


sempre possibile. 


» 


% 9 
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6. — Il fenomeno delle vibrazioni acustiche. 


I risultati esposti permettono un tentativo di spiegazione dei suoni che 
si odono spesse volte, quando si appoggia o si preme un metallo contro un 
pezzo di g.s.. 

Riprendiamo lo schema della fig. 1. Tra il disco metallico ed il pezzo di g.s., 
che sembrano in contatto, c’è in realtà il film gassoso. In condizioni di equi- 
librio la forza G diretta verso il basso è esattamente compensata da quella 
destata dalla pressione relativa p — pa, e l’altezza z della base del disco ri- 
spetto al piano del g.s. ha un certo valore di equilibrio h. Se per una causa 
qualunque z viene a variare, si generano forze di richiamo; per esempio, 
quando il metallo si avvicina al pezzo di g.s. cresce, come si è visto, lo svi- 
luppo del gas CO, e con esso la pressione che respinge il disco verso l’alto. 
Il film agisce dunque come una molla e si hanno oscillazioni, le quali però 
durano poco perchè il pezzo di metallo si raffredda presto. Le oscillazioni potreb- 
bero invece divenire persistenti qualora al pezzo venisse somministrato calore, 
in modo analogo alle esperienze descritte sopra. Mettiamoci appunto in queste 
condizioni. L'equazione del movimento, denotando con m la massa del disco 
metallico, è: 


d ti >, 
mar =—G+ (p—p,)8S, 
dove p indica la pressione media nel film all’istante t. Abbiamo: 


Soe fhe 
PA 


dove il coefficiente di proporzionalità si può desumere da una esperienza, e 
si può calcolare in base a (3) e (16) che danno: 


4\ ug | 4ug? 


gx a? (ex na i 
Se si mantiene costante la temperatura della base del’ disco metallico, si ha 
B= cost e tenendo conto che nell’equilibrio è 


Be 
Ce dre 


Ct ot ce 
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 l’equazione diventa: EIA Sosa, È SIA 
d ete Ar 7 i I to 
; : ; È me SZ ' ¥ n 
ui. i d2z 2 1 Te Agi SA: : dae (SOR 
19 - DEI A pe 
2 mia eS ri) =! \ i GR 
dove f indica la forza. dI 


Denotiamo con È lo spostamento dalla posizione di equilibrio, onde: 


gh Co. 


_ Se si tratta di oscillazione di piccola ampiezza, ossia se è C<h si può svilup- SAR 
| pare z+ in potenze di ¢ e mantenere solo il primo ordine. Si ha così: 4 


br daze / Tyg 
me -(20) i. “one 


«Questa equazione ha come soluzione oscillazioni sinusoidali, di frequenza: 


(21) A ae eae Ve 4. es 
2a hm 22 ' mh meee 


Se, in particolare, la forza G è unicamente il peso del disco metallico, indi- = 
cando con g l’accelerazione di gravità viene: wee. 


| come per un pendolo di lunghezza h/4. Per esempio, se l’altezza è 5 centesimi — 
| di mm, cioè h = 5-10 cm, si ottiene: Mur 


141. HZ 4: 


-Siamo dunque nel campo delle frequenze acustiche. 
Anche se le escursioni non sono piccole si può vedere subito che il moto 
è periodico. La forza f ammette un potenziale e si ha l'integrale primo del 
movimento nella forma: 


mV? SAT si b' a 
(23) 9 - (= i) 1. ni (2 h);= cost = C03. i >; i 
. . . . x N 

Da z=h verso l’alto o verso il basso, il moto è ritardato: i punti nei quali © > 
la velocità si annulla sono le radici 2, #, dell'equazione: SE 
SS 


| | pepe: ui “cia 
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che si può risolvere facilmente per via grafica, noto che sia C. Se si traduce 
la (23) in un diagramma cartesiano (fig. 8a) che abbia 2, V come coordi- 
nate, si ha una curva chiusa simmetrica rispetto 
all’asse delle 2. Ciò basta appunto per concludere 
che il moto è periodico. 

Si tratta (fig. 8b) di un oscillatore asimmetrico, 
ricco di armoniche. È dubbio 
però che si possano mantenere 
ancora le ipotesi semplificative 
sulle quali sono basate le for- 
mule. E particolarmente, data 
la lentezza con cui si stabilisce 
il regime nei fenomeni termici, 
è dubbio che la reazione ela- 
stica si adegui subito al valore di 2, come se si trattasse di una vera 
molla, quindi lo schema si può accettare solo per C<h. 


velocita V nn 


B) Il film gassoso all’aria libera. 


7. — Struttura del film. 


Il film gassoso che si sviluppa all’aria libera intorno ad un pezzo di g.s. 
permette di cogliere in seno ad una fase neutra, aria, il formarsi di due nuove 
fasi: il gas CO, dal solido, i cristallini di H,O dall’umidità atmosferica. Lo. 
strato è sede di un’intensa attività, che in parte è di tipo molecolare (diffu- 
sione); in parte è di tipo macroscopico 
(convezione) e si lascia intravedere me- 
diante il movimento di numerosi corpuscoli 
— i cristallini — riconoscibili facilmente. 

La struttura del film si può studiare 
anzitutto in luce diffusa, dirigendo questa 
verso la superficie del g.s. ed osservando 
contro un fondo nero in direzione quasi 
tangente alla superficie. Se questa è piana 
rivolta verso Valto, la struttura è più ma- 
nifesta e procedendo verso l’esterno, di 
solito si osservano successivamente: 

a) Uno strato trasparente di spessore h 
quasi uniforme (alcuni centesimi di mm) 
Fig. 9. che decresce in prossimità degli spigoli. 


ERRE RA Nita he Dot haat i SAITTA 
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Le linee di corrente, tratteggiate nella fig. 10, sono state segnate secondo 
l'equazione: 


r°(e — h) = cost 


suggerita dalla soluzione a dell’appendice matematica, che sembra la più adatta 
per questo caso, se lo spazio è tutto occupato 
da CO, gassosa (2). 


b) Uno strato di nebbia fitta, un po’ più È 
sottile, bianco che appare nella fig. 9 come una 
pallida linea di contorno, « nuvola ». 
c) Uno strato sbiadito avente uno spes- Fig. 10. 


sore relativamente grande (tre, quattro volte a) 
punteggiato di innumerevoli corpuscoli bianchi in movimento. 

Più in là c’è l’aria, in moto convettivo verso il pezzo, costellata da pun- 
tini di neve: essa, dopo di aver lambito il pezzo di g.s., scende sotto forma di 
fumi bianchi. 

La struttura del film è segnata schematicamente nella fig. 10. Qualche 
volta — secondo i casi — lo spessore dello strato b si riduce quasi a zero. 

La prima idea che si presenta è che lo strato a, trasparente, sia costituito 
« esclusivamente » dal gas CO,, il quale sprigionandosi dalla superficie solida 
scaccerebbe del tutto l’aria. Essa sembra avva- 
lorata dalla circostanza che ricoprendo la super- 
ficie di g.s. con un sottilissimo foglio di alluminio 
ben aderente, lo straterello a sparisce mentre b, c 
restano. Il valore di h apprezzato, in questa ipo- 


40 


30 


ambiente a 19°C 


20- £ 

E 

È tesi, in base a considerazioni sulla propagazione 
| è 
si del calore, differiva troppo da quello determi- 
I CSA i gradi" nato direttamente mediante un micrometro 
-100 -80 -60 -40 -20 0 +20 

oculare. 
Fig. 11. Per chiarire la situazione, si rese necessario 


; esplorare il campo termico del film mediante 
una pinza termoelettrica rame/costantana, di 2/100 mm, rettilinea. 

Riportiamo nella fig. 11 una delle determinazioni, le altre essendo poco 
diverse come andamento. 

Si constata che è t,<—78,6 °C, quindi la tensione del vapore saturo è 
inferiore ad 1 atmosfera. Lo strato a è dunque occupato in parte dal gas CO, 
che si sprigiona e in parte da aria. Per esempio, se è t, = — 81° (come nella 
fig. 11), dalla curva di sublimazione si ha p = 0,85 atm quindi la composi- 


(2) Si vedrà sotto che, in realtà, lo strato a normalmente è un miscuglio di gas CO, 


e di aria in piccola quantità. 


wr 
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zione volumetrica dello strato a risulta 15% di aria (secca) e 85% di CO,. 

I cristallini di neve vengono impegnati dallo strato b e convogliati nella 
corrente tangenziale, visibile più chiaramente in luce tangenziale, come diremo 
‘nel n. seguente. Solo alcuni pochi cristallini, più grossi, riescono per inerzia 
— ed eventualmente col concorso della gravità — a penetrare nello strato a, 
e giunti a distanza in cui si fanno sentire le 
azioni molecolari da parte della superficie del 
g.s. vengono trattenuti. È in sostanza, un caso 
di precipitazione inerziale di aerosoli. I cristal- 
lini costituiscono dapprima dei piccoli cumuli 
isolati, lontani uno dall’altro, e danno luogo 
successivamente a forme dendritiche che si svi- 
luppano in direzione normale alla superficie. 
Queste osservazioni danno ragione del fatto 
rilevato già nella prima nota (*) che solo una 
piccola frazione dell’umidità atmosferica si depo- 
sita sotto forma di brina. 


8. — Il percorso dei fumi. Vortici. Colori. 


Il percorso dei fumi bianchi, costituiti da 
aria fredda, gas CO,, cristallini di neve, si può 
osservare bene in luce trasversale: si ha, così 
un mezzo facile per individuare le linee di cor- 
rente che può tornare utile in varie ricerche. 

Le fig. 12, 14, 15 sono state ottenute illumi- 
nando i fumi bianchi mediante un arco elettrico 
racchiuso in una lanterna da proiezione. Nella fig. 12 i fumi scendono contor- 
nando il cilindro di g.s. orizzontale sospeso in aria e i filetti oltrepassano il 
piano di simmetria verticale così da dare l’impressione di un incrocio. 

È opportuno notare che, a causa della diversa entità degli scambi termici 
tra l’aria e le diverse porzioni della superficie del g.s., questo non si consuma 
uniformemente: a lungo andare, la sezione originariamente circolare di un 
cilindro orizzontale isolato si modifica come indica la fig. 13. Le fig. 14a, d 
si riferiscono a un fascio di cilindri di g.s. orizzontali. Nella fig. 14a, i moti 
convettivi sono naturali, nella fig. 14b, l’aria veniva soffiata contro il g.s. da 
un ventilatore. Queste figure sono simili a quelle ottenute da H. THomA (4) il 


Fig. 12. 


(Pull: p. 469: 


(4) Vedi, per esempio: Chemie ingenieur, vol. I, parte 1 p. 139 (Lipsia, 1933) 
(Akad. Verlag). 
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quale studiava la convezione di un fascio tubolare, con un modello in cui i 
tubi erano rivestiti e venivano bagnati con una soluzione di acido cloridrico, 


Fig. 13. 


mentre l’aria veniva caricata di ammoniaca; si formavano così fumi di cloruro 
di ammonio. 

È noto che una falda fluida può scorrere in seno a una massa fluida ferma, 
senza mescolarsi, cioè mantenendo la propria individualità. Se i fluidi sono 


a) In aria ferma. b) In aria soffiata. 


Fig. 14. 


ideali, al confine tra i due si presentano le discontinuità di velocità (esempio: 
un getto d’acqua in aria ferma) introdotte da HELMHOLTZ nell’aerodinamica 
teorica. | . 
Qualche cosa di analogo accade per l’aerosol generato nella sublimazione 
del g.s.: le falde scendono percorrendo lunghi tratti (per esempio, 30 em) senza 


È 
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essere disturbate dall’aria dell'ambiente. Quando una falda incontra un osta- 
colo che impedisce la discesa, si accartoccia costituendo dei vortici (fig. 15a, b, c) 


per 6 compreso fra + 4° e 
intensità, si osservano colori anche con + 18°. 


che mantengono a lungo il loro assetto. 

Illuminando il vortice con luce quasi pa- 
rallela diretta verso l’asse e guardando un po’ 
obliquamente, esso appare colorato e i colori 
seguono le linee di corrente; una spirale è, per 
esempio, tutta rossa, l’altra tutta verde. 

I colori sono stati osservati anche in con- 
dizioni sperimentali più semplici ed è risultato 
in modo indubbio che non si vedono se man- 
cano i corpuscoli. Poco chiaro rimane tuttavia 
il meccanismo della loro formazione. In parti- 
colare, rimane da decidere se i corpuscoli 
creano i colori, come fanno, ad esempio, le 
goccioline sferiche nell’arcobaleno e nell’effetto 
Tyndall (5), e i cristallini di neve nel noto 
alone di 22°, che trova spiegazione nella de- 
viazione minima; ovvero, se i corpuscoli ri- 
velano un campo ottico cromatico, fisso nello 
spazio quando il campo aerodinamico è stazio- 
nario. 

Riportiamo alcune osservazioni: 


a) Si invia su una superficie di g.s. oriz- 
zontale, rivolta verso l’alto, un fascio di luce 
radente e si osserva in un piano verticale 
(passante per l’asse del fascio) lungo una di- 
rezione formante con la luce incidente un 
piccolo angolo 6, o approssimativamente il 
supplemento 7 — 0. 

Con un cannocchiale accomodato sul film si 
vedono striscie colorate, con ripetizione di al- 
cuni colori, per esempio, rosso, verde, rosso, 
che assomigliano a frange localizzate. Le stra- 
tificazioni di colori sono cosparse di innumere- 
voli corpuscoli in movimento. 

Condizioni buone si hanno ordinariamente 
+ 10°; restringendo il fascio e adoperando forti 


LU 


(9) Particelle sferiche, di raggio r piccolo, ma superiore a 7/10, danno luogo nella 
diffrazione a un fenomeno scoperto da SINCLAIR e LA MER nel 1941 e chiamato spettro 
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Se il pennello di luce si dirige parallelamente allo spigolo orizzontale di 
un cubo di g.s., i colori girano intorno allo spigolo seguendo la corrente gas- 
sosa fino a formare le spirali, se la falda si accartoccia, ossia: le linee isocroma- 
tiche sono linee di corrente. 


b) Riducendo il fascio di luce ad una lama sottile col proiettare sul film 
gassoso l’immagine di una fenditura orizzontale, si vede che i colori sono vivi 
quando la lama si trova nella «nuvola » dove sono molti corpuscoli e non 
quando si trova nella zona trasparente. 

La conferma che questi sono cristallini di neve si ha osservandoli «a nicol 
inerociati » (lastre di polaroid): appaiono chiari in campo oscuro a causa della 
loro birifrangenza. 

Invece la presenza del gas CO, non è necessaria alla formazione dei colori: 
Si osservano anche quando la superficie orizzontale del g.s. si ricopre di un 
‘ sottilissimo foglio di alluminio, ben aderente. 


c) Un’onda piana, normale alla superficie del g.s., penetrando nel film 
gassoso si flette perchè il forte gradiente di temperatura (vedi fig. 11), crea 
una stratificazione di indice di rifrazione come nel miraggio, ma di senso 
inverso: i raggi si incurvano verso il g.s.. 

Ciò si riconosce facilmente ricorrendo a un cerchio di Jamin disposto in 
un piano verticale: cannocchiale accomodato all’infinito, fenditura orizzontale. 
Interponendo fra collimatore e cannocchiale coassiali il film che sovrasta la 
superficie orizzontale di g.s., si osserva che il margine della fenditura è abbon- 
dantemente slabbrato verso il basso: soffiando fortemente, sparisce la slab- 
bratura, perchè si annulla il gradiente di temperatura. 

Se si accomoda il cannocchiale a distanza finita (qualche metro), si osser- 
vano frange molto sottili e nette. Esse sono (orizzontali), acromatiche e uni- 
laterali, cioè si svolgono verso il basso. 

È da notare che l’incurvamento dei raggi dipende dalla velocità della luce, 
che è funzione della frequenza, quindi deve essere accompagnato da disper- 
sione: se in un dato punto si trova un cristallino di neve, esso riceverà, per 
esempio, i raggi rossi e azzurri in direzioni diverse. 


Tyndall di ordine superiore (H.O.T.S.): l’intensità diffratta non segue la classica legge 
di Rayleigh (proporzionalità a 4-4, azzurro del cielo), ma presenta alternanze, per cui 
si vedono bande rossastre e verdastre. Per esempio, con r= 0,6 u, si hanno bande 
rosse per angoli vicini a 22°, 50°, 789, 120°, 142°. Il fenomeno rientra nella teoria gene- 
rale di Mie per la diffrazione di una sfera, che contiene come caso particolare il risul- 
tato di Rayleigh per r < 4/10. 


3 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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APPENDICE SUL PROBLEMA AERODINAMICO 


Vogliamo qui trattare il problema posto nel n. 1, fig. 1, con le approssi- 
mazioni consentite in uno schema di prima approssimazione, che furono ampia- 
mente commentate nei n. 1, 2, 5. 

Dalla superficie del disco inferiore scaturisce uniformemente un fluido, che 
incontra un disco eguale, parallelo, coassiale. Si vuole determinare il movi- 
mento e l'andamento della. pressione. L’azione della gravità è trascurabile. 

La densità venne supposta costante, per non introdurre complicazioni; ciò 


- comporta, se si aggiunge l’ipotesi del moto stazionario 


div*V=-0, 


Secondo come torna più comodo volta per volta, si potranno usare coordinate 
cilindriche ridotte a due sole, r, 2, o cartesiane x, y, 2 e scrivere: 


(4) oz dr i ro 1 
5 AM 
(a) GE cet ga a 


Ben inteso, la divergenza è nulla in seno al fluido, ma non in tutto il campo, 
perchè sulla superficie del disco di g.s. escono i vapori di anidride carbonica. 

Ivi si ha dunque una divergenza superficiale, al contrario di quanto avviene. 
nei problemi della lubrificazione, in cui si introduce tra due superfici una ben 
determinata quantità di lubrificante, che procede con portata costante tra le 
due superfici. 

Questa complicazione si può girare facilmente in due modi: 

o imponendo che il fluido a contatto col disco inferiore abbia una com- 

ponente normale di velocità diversa da zero e costante: 


(25) (CV eon est (340 


ovvero imponendo che la velocità radiale media rispetto a 2 sia propor- 
zionale al raggio r, cioè tenendo presente la 


(6) VY, =r. 


Se il fluido si suppone privo di viscosita, devono essere soddisfatte le equa- 
zioni di Eulero. In generale, in assenza di forze di massa: 


(t = tempo). 
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Nell'ipotesi di moto stazionario: 


VV 1 op 

; I SEO ae OF. 

(b) av, asd, 1 op (u = densità) 
e Fe? TT i 

ovvero: 

(b’) On tg Veh ae Usa UL da (0, Y, 2) 


Se il fluido si suppone dotato di viscosità, devono essere soddisfatte le 
equazioni di Navier-Stokes che in regime stazionario, con densità costante, 
con la simmetria cilindrica del caso nostro e in assenza di forze esterne si 
scrivono: 7 


OV, OV; 1.0 
2 rosi iy pe GE > aE vA'V, 
or 02 or 
(¢) A 3 
ov, OV, ye op RAV 
or be sie aN Sy ig Oat” 
ovvero: 

NETTI eV. 1 Op 3 
(6 ) gia By Vi da VW=+ i DIN SIP (L,Y; 2). 
Con 

v= n/p 


si è indicata la viscosità cinematica, con A il laplaciano che in coordinate 
cilindriche, quando c’è la simmetria del caso nostro per cui scompare la coor- 
dinata azimutale, si scrive: 


(d) Ai a 


e si è posto per brevità: 


(e) A'V, = AV,— 5%. 


Come è noto, la risoluzione, in un dato caso, delle equazioni di Navier-Stokes 
è un problema di fisica-matematica che presenta notevoli difficoltà: per brevità 
lo chiameremo problema completo. 

Di solito, o si trascurano i termini viscosi, ritornando così alle equazioni 
di Eulero (b), (b’) e si tratta un problema che diremo inerziale, o si trascurano 
i termini d’inerzia ponendo eguali a zero i primi membri delle (c), (c') e si 
tratta un problema viscoso. - 


4 
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In questo secondo caso le equazioni (c), (c’), divengono: 
De = HA Ver 
op —_ nA V, 


(i) Dogi, Pond, Padri. 


Per il problema inerziale dobbiamo imporre la condizione che il gas a contatto 
col disco superiore abbia una componente normale nulla: 


(26) pera ca = V0" 


Per il problema viscoso e per quello completo, dobbiamo imporre la condizione 
che a contatto col disco superiore sia nulla tutta la velocita: 


(27) per ee Bs WV == Oy OR el pe RV ey aa 


Anche con queste precisazioni il problema è indeterminato, fatto non nuovo 
nella dinamica dei fluidi. Vedremo che esso comporta parecchie soluzioni. 


E resta poi sempre la circostanza che, a priori, in generale non si può dire - 


se siano trascurabili i termini inerziali o quelli viscosi, o se abbiano lo stesso 
ordine di grandezza. 

Nè per determinare il problema si può imporre che appena all’uscita dello 
strato cilindrico il fluido assuma rigorosamente la pressione ambiente costante: 
si può bene ammettere che alcuni filetti la raggiungano un po’ prima, altri 
un po’ dopo. 

Infine, si possono presentare circostanze tali che il moto diventi turbolento : 
se ciò avviene, non si può più parlare rigorosamente nè di filetti, nè di moto 
stazionario. 

Quanto ai mezzi di risoluzione va notato che nel caso del problema viscoso 
puro il potenziale della velocità non dà nessun aiuto, giacchè se esso esiste, 
i termini vA delle (c’) sono nulli e viene p = cost, contrariamente alle espe- 
rienze riportate sopra. Invece presta grande aiuto la funzione di corrente di 
Stokes y, che esiste trattandosi di moto a densità costante con simmetria 
cilindrica. Si ha: 


ldze drl 

4 pedi; 
Vel: L oe Vee 
DIM or. Q7r 08 


Ciò premesso, il metodo da noi seguito è il seguente. 
Appoggiandoci alla funzione di corrente e all’analogia con qualche caso 
noto, abbiamo cercato di intuire l'andamento del campo di velocità, cioè 


a 
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abbiamo cercato per V,, V., V,, V, funzioni soddisfacenti ai requisiti cinema- 
tici che sono: 


simmetria cilindrica, 

componente di velocità normale al piano meridiano nulla, 
divergenza nulla, 

condizione imposta, sul disco inferiore, 

condizione imposta sul disco superiore. 


Abbiamo sostituito le espressioni assunte per le componenti di V nelle 


equazioni indefinite che collegano le velocità con la pressione e, ricavate le 
espressioni di 


e analoghe. 
Sono state scartate tutte le soluzioni del problema cinematico che non 
rispondevano alle esigenze dinamiche. Diamo ora senz’altro i risultati ottenuti. 


Soluzione a) 


174 ET 
as OT 
A 
Vena ea) 
EA. 
aes 
den A 
Var xy 
VS te 


potenziale di velocita 


funzione di corrente 


Ser, 


COSA Mee = i “a 1 < ~~] cae AY ni a dt e ay hy SA Te 
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In sostanza, dal punto di vista formale è la stessa soluzione che si incontra 
nello studio di un dispositivo detto tubo di Prasil. Le linee di corrente (y=cost) 
sono curve di terzo grado: 


r(z2—h) = così. 


Escono dal piano z= 0 con inclinazione data da 


e sfiorano il disco superiore con velocità V, ~ 0. 

‘ Evidentemente, questa soluzione con V,~ 0 sul disco superiore, può andare 
solo per un fluido ideale privo di viscosità. E sarebbe la soluzione unica (poichè 
esiste il potenziale di velocità con Ay = 0 e sono date le componenti normali 
della velocità sui due dischi), se fossero imposte anche le condizioni sulla 
superficie cilindrica di raggio r= a, che completa il contorno del seni 

Quanto alla pressione si ha: a 


au Los 


La presente soluzione si potrebbe utilizzare per il caso reale solo qualora 
la V,#0, che viene per z=h, si raccordasse con la V=0, che si ha sul disco 
superiore, interponendo un sottile strato limite di spessore trascurabile, ma 
in questo modo non si fa che spostare il problema, giacchè nel caso nostro 
lo spessore dello strato è già molto piccolo per conto suo. 


Soluzione b) 


| Vo = a(z—- h)r 

| Ve as (g— h)? (: + 5) 7 (223 — 3he? + h8) 
Vy, =— = (e h)a 
ne - a(z— h)y 


funzione di corrente 


A 
PES, r?(— 22% + 3he?— h®) = — Qn — r2(z— h)*(z + h). 


J hi FI 
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Le linee di corrente (y=cost) sono curve. di quinto grado. Escono normal- 
mente al disco di ghiaccio giacchè il rapporto 


(2— h)(z + 4/2) 


Rr 


V. 2 
tang « = = 75 
Semen eons da 
diverge per e=0. i a 
La linea di corrente y=0 si spezza in r=0, che è Vasse di simmetria, e in 
z=h, che rappresenta i raggi del disco superiore. 
Il vettore vortice è normale al piano meridiano, la sua espressione 


mostra che esso è nullo nel piano z=h/2 ed ha segno opposto dalle due parti 
del piano. 

L’espressione di V, mostra che la componente verticale dello spostamento 
è indipendente da r, quindi tutte le particelle di gas CO, che si sviluppano 
nel g.s. in un dato istante t=0 raggiungono all’istante t > 0 lo stesso piano 
orizzontale se non sono già uscite fuori del campo. In altri termini, le super- 
fici t=cost (entro il campo) sono piani 2= cost. 

Per la pressione abbiamo: 


Il termine contenente ¢ si può trascurare nel nostro caso o, tutto al più, 
si può prendere la media rispetto a 2 e conglobarla con la costante. Come si 
vede, la pressione in funzione di y ha andamento parabolico, conformemente 
all’esperienza (vedi n. 3). 


Soluzione c). — La soluzione d) è suscettibile di una generalizzazione, ponendo: 


V, = (a'2 + p’\(h—e2)e 


ove le costanti «’, 6’ siano legate dalla relazione: 


yan CE 5 #) 
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Il filetto centrale è sempre diretto secondo l’asse di simmetria, ma gli altri 
escono dal piano del g.s. inclinati nel senso + secondo che è fp’ = 0. - 
Per f'= 0 si ricade nella soluzione 6), in cui i filetti escono normalmente 


al piano del g.s. 
E poichè non vi sono serie ragioni per ritenere che i filetti all’uscita del 


piano del g.s. siano inclinati in uno o nell’altro senso, è più semplice, mate- 
maticamente, supporli normali. Notiamo tuttavia che la variazione della pres- 
sione lungo il raggio a parità di A, h, è più accentuata quando è £"< 0, 
meno accentuata quando è £'> 0. 

Se si tenta di generalizzare ancora, ponendo: 


V, == «(z— h)S8,(2) , V, = (e— h)*8, (2) , 


dove S,, S, siano due serie di potenze a coefficienti costanti, si ricade, a conti 
fatti, nella soluzione ce). 


Soluzione d). - Un nuovo tipo di soluzione si ottiene invece ove nella solu- 
zione c) si ponga «= 0, cioè: 


Vie =bi(a— her 
Va Se) b(e— h)y ’ 


V, = Ple—h. 


Essa va bene sia per i problemi di pura viscosita, sia per il problema di 
pura inerzia e quindi per il problema « completo ». In altri termini, soddisfa 
sia alle condizioni cinematiche, sia alle equazioni di Navier-Stokes in cui si 
mantengano tanto i termini di inerzia quanto quelli viscosi: 


die ua, + n4V, e analoghe, 


ove con a si è indicata l’accelerazione. 
Quindi è una soluzione completa. 
Non è però accettabile per il nostro caso perchè dà una pressione 


3 A?(h— 2)! 2A(h— 2) 
p n Pa=n — M aaa ant 1] h2 L 


indipendente dal raggio r, contrariamente all'esperienza. 


Soluzione e). — Un’altra soluzione del problema viscoso puro si può ottenere 
dalla 6), sovrapponendovi la soluzione del problema della lubrificazione, in 
cui la velocità è nulla tanto sul disco superiore, quanto sul disco inferiore. 


FENOMENOLOGIA DEL FILM CHE SI FORMA NELLA SUBLIMAZIONE ECC. 4L 


Questa nuova soluzione è: 


3A x 
Vi.=— ose We + Caen) 2, 
A 3A a 
Vs = — 55 ele— Ay + Cee A) Di 
2A h 
V.= 5% (el (+3). 


Essa soddisfa a tutti i requisiti sia cinematici che dinamici del problema viscoso. 
L'andamento della pressione in funzione del raggio è data dalla sovrap- 
posizione di un termine parabolico e di un termine logaritmico: 


mentre dentro i limiti delle nostre esperienze si è riscontrato un andamento 
nettamente parabolico. 

Si deve porre perciò C = 0 e si ritorna alla soluzione b); può darsi (vedi 
riserva in fine del n. 3) che per pesi G molto forti si debba prendere C+ 0. 


f) Linearizzazione. — Da quanto precede si desume che la soluzione adatta 
al caso nostro è la b), (0 eventualmente la c) più generale), quando il pro- 
blema si considera come puramente viscoso. Tale esso è con grande approssi- 
mazione poichè hk è molto piccolo. Tuttavia, se si vuole apprezzare il contri- 
buto dell’inerzia, si possono riprendere le equazioni di Navier-Stokes modi- 
ficandole per renderle più agevoli. Spesso si usa il procedimento di lineariz- 
zarle, come hanno praticato in altre occasioni OOSEN e PRANDTL. Noi, tenuto 
conto del fatto che V. è piccola, riteniamo sia indicato adottare le seguenti 
semplificazioni nei termini di inerzia delle equazioni di Navier-Stokes: 

terza equazione trascurare V,; 
prima e seconda trascurare pure V, e sostituire V,, V, con le medie ri- 
spetto a 2. 
Avremo così per il nostro caso: 


Op = OV, OV. 
AS a ag ig ed a AV, 
da i 
Op = eV, OV, 

= V,=— AWG 
oy BV ae 8 ad 

P _ nAV, 


ha <a ua” Ve ae Mad > - 
Na LT \ FAN Sa ALU AI EN Ap 
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Ì 


La soluzione b) risponde anche a questa nuova impostazione. Il dp/02 con 
tinua a essere trascurabile, la variabilità di p è espressa essenzialmente da: 


op 6A _ i hAu 
ar 178 | a 


Compare qui, come era da aspettarsi, la variabile adimensionale di Reynolds 
relativa alla velocità A e all’altezza h: 


Re He hAu == hA 
Loi, 
e si può scrivere: 
op 6A | Re 
da a (1 oa)” 


che integrata da: 


. 2 


(29) Dica 6A Re\ a2— r2 EA TANTO 
a TRIO zi RT i 


Le variazioni di pressione, al variare del raggio sono un po’ maggiori che 
nel caso della viscosità pura. L'aumento dipende dal valore della variabile 
di Reynolds. i 


Vi A SEE re AT et 
e = a REY tes pape 
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Uber den Zusammenhang von Bethe-Salpetergleichung ee 
und Tamm-Dancoffmethode (*). ì SE 
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Max-Planck-Institut fiir Physik - Gottingen Zs 
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InHaLr: 1. Einleitung. 2. Allgemeines. 3. Tamm-Dancoffmethode im 

Ortsraum. 4. Wellenfunktionen. 5. Randbedingungen ftir t= — co. 

6. Einzeitige Bethe-Salpetergleichung. 7. Vergleich beider Methoden. — 

Anhang tiber Graphentechnik. 1. Allgemeines. 2. Definition der Graphen. 

3. Mehrzeitige Bethe-Salpetergleichung. 4. Integralgleichungssysteme. 
5. Einzeitige Integralgleichungen. 


1. — Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit soll der allgemeine Zusammenhang zwischen 
der Tamm-Dancoffmethode (12) und der Bethe-Salpetergleichung (*) bespro- ; 
chen werden. Die Arbeit schlieBt sich der strengen Begriindung der Bethe- vl 
Salpetergleichung durch GELL-MANN und Low (4), sowie zwei Arbeiten von a 
Lévy (5 an, in denen die Tamm-Dancoffmethode zu einem systematischen 


(*) Diese Arbeit ist eine zusammenfassende Darstellung einer Reihe von Vortràgen 
die vom Verf. Februar 1953 am Max-Planck-Institut fiir Physik (Gottingen) gehalten 
wurden. Eine Ausnahme dabon bildet lediglich Abschnitt 6 iber einzeitige Formen 
der Bethe-Salpetergleichung, der im AnschluB an die Arbeit W. Macks: Zeits. f. Naturf., 
8a, 559 und 615, geschrieben wurde. 

(1) I. Tamm: Journ. Phys. USSR, 9, 449 (1950). 

(2) S. M. Dancorr: Phys. Rev., 78, 382 (1950)., 

(3) E. L. SaLPETER und H. A. BetHE: Phys. Rev., 84, 1232 (1951). 

(4) M. GeLr-MANN und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951). 

(5) M. Livy: Phys. Rev., 88, 72 und 725 (1925). 
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Verfahren ausgebaut und einem ersten Vergleich mit der Bethe-Salpeter- 
gleichung unterzogen wurde. Vor der eigentlichen Inhaltsibersicht erfolgt 
zunàchst eine Zusammenstellung der wichtigsten Ergebnisse. 

Bei der Tamm-Dancoffmethode und der Methode von Bethe und Salpeter 
handelt es sich um zwei im Grunde sehr verschiedene Verfahren gebundene 
Zustande zn behandeln. Zur Bestimmung der Energieeigenwerte £ von Zu- 
stinden zweier gebundener Nukleonen hat man in der Tamm-Dancoff- 
methode eine Integralgleichung der Form 


t 
(1.4) WAM) [ae I dix! ie) (tax x93 t 41x.) gian), 


- 0 Di 


und andererseits die Bethe-Salpetergleichung 
P(Xita) = g? | da; da, K (2,0; 2,0,)p(,0,)- 


in beiden Integralgleichungen ist der Kern A gegeben als Entwicklung nach 
Potenzen der Kopplungskonstanten, deren Glieder sich durch Graphen veran- 
schaulichen lassen (*). Die Eigenwerte # bestimmen sich aus den Eigenwert- 
gleichungen 


0 CA) a 
(1.2) ppt o Ex, i se )e=- ito. 


Vor der Diskussion der wichtigsten Unterschiede beider Verfahren sei zu- 
nachst- auf einige methodische Parallelen hingewiesen. Die « Wahrscheinlich- 
keitsamplitude » 7,(x,x,) (7) und die « Wellenfunktion » gy(a,”,) eines Zustands 
sind definiert durch: 


(1.3) Yl HX) = (25, Yo (@1) Wo (a) B(t))p-t,=0 » 
(1.3’) P(X%2) = (Q, Tp(21)p(%2)P) ; 


(Q ist das Vakuum der Gesamtenergie, ©(t) der in die Wechselwirkungs- 
darstellung transformierte Zustandsvektor ® der Heisenbergdarstellung und 


(6) Siehe die Gl. (3.12) und (4.1) dieser Arbeit. 

(*) Die Bezeichnung Wahrscheinlichkeitsamplitude wurde wegen des einfachen Zu- 
sammenhangs mit den Entwicklungskoeffizienten von ® nach Zustinden freier Teilchen 
gewahlt. 
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w(x) der Operator des Nukleonenfeldes; der Index o bezeichnet die entspre- 
chenden GròBen des wechselwirkungsfreien Problems). Diese Ausdricke lassen 
sich durch Bildung von m|n|a-Wahrscheinlichkeitsamplituden bzw. m n|a- 
Wellenfunktionen (d.h. Funktionen mit m Mesonenkoordinaten, n Nukleonen- 
koordinaten und a Antinukleonenkoordinaten) zu einem ganzen Satz von 
Wahrscheinlichkeitsamplituden bzw. Wellenfunktionen des Zustands © er- 
ganzen (5). Die erhaltenen Funktionen haben die bekannten Symmetrieeigen- 
schaften, erlauben die Abseparation der Schwerpunktsbewegung und sind fiir 
g = 0 den wohlbekannten Wellenfunktionen im Konfigurationsraum des wechsel- 
wirkungsfreien Problems gleich. 

Die Wahrscheinlichkeitsamplituden sind uritereinander durch ein einzeitiges 
System A von unendlich vielen Gleichungen verkniipft (*), àhnlich gehorchen 
die Wellenfunktionen einem mehrzeitigen System B unendlich vieler invarianter 
Integralgleichungen (1911). Jede Lésung y;(x,x,) bzw. g(2,4,) der Gl. (1.1) 
bzw. (1.1’) làBt sich zu einem ganzen Satz von Wahrscheinlichkeitsamplituden 
bzw. Wellenfunktionen ergànzen, der das unendliche Gleichungssystem A 
bzw. B identisch erfiillt. 

Tritt zu den rechten Seiten der Gl. (1.1) und (1.1) noch ein inhomogenes 
‘Glied gy(7,2.), das in x, und x der wechselwirkungsfreien Diracgleichung ge- 
nugt, so beschreiben die durch Iteration gewonnenen Léòsungen dieser Glei- 
chungen die Streuung zweier Nukleonen, die asymptotisch (in der Vergangen- 
heit) mit der wechselwirkungsfreien Zwei-Teilchenwellenfunktion @,(%,%,) ein- 
laufen. 

Andere Zwei-Nukleonenprobleme, wie etwa die Streuung zweier Nukleonen 
und mehrerer Mesonen oder die Streuung eines Mesons an einem Deuteron 
werden dagegen durch die Gl. (1.1) und Gl. (1.1’) nicht erfaBt: Diese Glei- 
chungen, samt ihren inhomogenen Formen, sind speziell auf das Problem 
zweier gebundener oder gestreuter Nukleonen zugeschnitten, wahrend die 
unendlichen Gleichungssysteme A und B allgemeingiiltig sind. Auch fir die 
iibrigen Probleme (z.B. Streuung von Mesonen an einem Deuteron) gibt es 
entsprechend spezialisierte Beziehungen, auf die in dieser Arbeit jedoch nicht 


eingegangen wird (1). 


+ (8) Definition der Wahrscheinlichkeitsamplituden durch Gl. (III) auf Seite 53; De- 
finition der Wellenfunktionen durch Gl. (4.5) und (IV) auf Seite 62, 63. 
(°) Gleichungssystem (Aa) auf Seite 56 und (Ab) auf Seite 59. 


(1°) Gleichungssystem (B) auf Seite 65. 
(1) Diese Erweiterung der Methode von Bethe und Salpeter wurde gemeinsam 


mit. E. FREESE entwickelt und geht auf eine Anregung von M. GELL-MANN zuritck. 
Vgl. E. Freese: Zeits. f. Naturf., 8a, 776. Die Methode wurde ferner unabhangig 
gefunden von K. NISHIJIMA: Progr. theor. Phys., 10, 549 (1953); P. T. MATTHEWS 


und A. SALAM: Proc. Roy. Soc., A 221, 128 (1954). 
(12) Siehe zu diesem Punkt K. NISHISIMA: Progr. theor. Phys., 10, 549 (1953). 
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Bei der Gegeniiberstellung beider Methoden fallt zunachst der Unterschied 
von einzeitiger und mehrzeitiger Formulierung auf. Dieser. Unterschied ist 
jedoch nicht so wesentlich, da es auch einzeitige Formen der Bethe-Salpeter- 
gleichung und des Systems B gibt (18). Entscheidend ist vielmehr — und zwar - 
in doppelter Hinsicht —, da8 die Wahrscheinlichkeitsamplituden auf das 
wechselwirkungsfreie Vakuum.bezogen sind, die Wellenfunktionen dagegen Hu 
das Vakuum der Gesamtenergie. 

Denn erstens hat die Beziehung auf das wechselwirkungsfreie Vakuum, wie 
sie der Tamm-Dancoffmethode zugrundeliegt, zur Folge, da8 die Wahrschein- 
lichkeitsamplituden ganz elementar mit den Entwicklungskoeffizienten des. 
Zustandsvektcrs © nach Eigenzustànden der wechselwirkungsfreien Energie 
zusammenhangen. Die Ubertragung von Orthogonalitàts- und Normierungs- 
| bedingungen der Zustandsvektoren auf ihre Wahrscheinlichkeitsamplituden ist: 
deshalb kein Problem. Dagegen ist vorlàufig die Frage noch unbeantwortet, 
wie sich Orthogonalitàt und Normierung von Zustandsvektoren in den zuge- 
hérigen Wellenfunktionen ausdriicken (« Normierungsproblem » der Wellen- 
funktionen) (14). 

Wie sich zweitens die Wahl des Bezugsvakuums auf das Renormierungs- 
problem auswirkt, macht die Gegeniberstellung der stérungstheoretischen Ent- 
wicklung von Wahrscheinlichkeitsamplitude und Wellenfunktion eines Streu- 
zustands von Elementarteilchen deutlich: 


(1.4) (95, Po(H1) Po(X2) P(t) ):,—1 = (25, Wo(L1) Wo(@2) U (t, — co} P(— 00)) 
(1.4’) (Q, Ty(a)p(2)P) = (25, T\ U( so, — 00) Po(1) Po(H2) |P(— co)) . 


Die Renormierung der Entwicklung (1.4') macht wegen der Verwandtschaft 
des Ausdrucks T[ U(-+ 90, — 00)yo(#1) po(%2)] mit der Dyson’schen S-Matrix gar 
keine Schwierigkeit, dagegen -hhangt die Renormierung der Entwicklung (1.4) 
mit dem heute noch ungelòsten Problem (1°), den Operator U(t, — oo) in jeder 
Naherung frei von Divergenzen zu halten, eng zusammen. 

Ganz ebenso verhalt es sich mit den Integralgieichangen (1.1) und (1.1’). 
Es ist bekannt, da die invariante Renormierung der Bethe-Salpetergleichung 
sich in Analogie zur S-Matrix vornehmen laft (*). Dagegen wurde von LEH- 


(13) W. Macken: Zetts. f. Naturfor. im Erscheinen; ferner Seite 68 und Abschnitt 6 
dieser Arbeit. 

(14) Zur Lésung des Normierungsproblems vgl. K. NISHIJIMA: Progr. theor. Phys., 
10, 549 (1953). 

(15) E. C. G. STUECKELBERG: Phys. Rev., 81, 130 (1951). 

(18) M. GeELL-MANN und P. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951); M. Lévy: Phys. Rev.,. 
88, 725 (1952). 


Pre « r wot et Pan ee Cpt I eee S SEI, o ee e IAA: 
sei di DMI AO, ee FECL nah API ALGER NITTI 
= fx ve a ee I I SITI CI 

ay : © Na Ven Fei ho | 


: Ana ee eres Wy OS 
vou, iw 3 == x : 
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MANN (17) nachgewiesen, daB auf der rechten Seite der Gl. (1.1) divergente 
Ausdricke vorkommen, die sich nicht als Renormierungsterme verstehen lassen. 


Wahrend so die Notwendigkeit invarianter Renormierung der Methode der 


Wellenfunktionen den Vorrang gibt, scheinen die Wahrscheinlichkeitsampli- 
tuden, was Normierungs- und Orthogonalitàtsfragen. anlangt, zweckmabiger. 

Lévy hat vorgeschlagen, bei praktischen Rechnungen an sich mit der 
Tamm-Dancoffmethode zu arbeiten, Renormierungseffekte jedoch mit der 
Bethe-Salpetergleichung zu bestimmen und anschlieBend in die Tamm-Dancoff- 
methode umzurechnen. Das mag in einzelnen Fallen wohl durchfibrbar sein, 
durfte jedoch erhebliche Schwierigkeiten bereiten, sobald Renormierungseffekte 
wirklich ins Gewicht fallen; denn die Umrechnungsformeln von den Wellen- 


funktionen zu den Wahrscheinlichkeitsamplituden sind sehr unerfreulich. Vor. 


allem ist zu befiirchten, daB diese Umrechnung 4hnliche Probleme aufwirft 
wie die Renormierung des Operators U(0, — 00) (15). 

Die Méglichkeit einzeitiger Formulierung ist, wie gesagt, nicht allein auf 
die Tamm-Dancoffmethode beschrànkt. In beiden Methoden hat man einzei- 
tige Wellenfunktionen bzw. Wahrscheinlichkeitsamplituden 


P:(X,%,) = PLM) = baw. 7:(%%2) , 
die mit den zugehòrigen zeitunabhangigen GròBen 
P(X1X2) = Pi-o(*1%X2) bzw. ¥(%1%2) = Y1=0(%1%2) 


in der Form g; = exp[— iEt]p baw. zy, = exp|— «Et]y zusammenhangen. 

Die einzeitigen bzw. zeitunabhangigen Wellenfunktionen und Wahrschein- 
lichkeitsamplituden sind untereinander durch einzeitige bzw. zeitunabhangige 
Gleichungen verkniipft (18). Ferner kann die mehrzeitige Bethe-Salpeter- 
gleichung in eine einzeitige Form 


t 
(1.5) Q1(%1X2) = ot far | ae dx, K (tx,x2; t'x,%,)Du(x,%,) ete) 
— o [oa 


gebracht werden, die das eigentliche Analogon zu Gl. (1.1) darstellt, von dieser 
jedoch wesentlich verschieden ist. 


(1?) H. LEHMANN: Zeits. f. Naturf., 8a, 776 (1953). : 

(18) Die einzeitigen Wellenfunktionen hingen eng mit den GroSen zusammen, die 
F. J. Dyson (Phys. Rev., 91, 1543 (1953)) als Ersatz fiir die Wahrscheinleichkeitsam- 
plituden vorgeschlagen hat. cae 

(19) Zur Definition des Integralkerns vgl. Gl. (6.6) der Arbeit. Dieselbe einzeitige 
Form der Bethe-Salpetergleichung ist kirzlich von W. MaAckE auf anderem Wege 
gefunden worden (Zeits. f. Naturfor., 8a. 599 u. 615 (1953)). Die in der vorliegenden 
Arbeit gegebene Ableitung wurde gemeinsam mit K. SyMANZIK entwickelt. 


pi 
Pr 
as: 
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Es folgt nun eine kurze Inhaltstibersicht. Nach allgemeinen Betrachtungen 
in Abschnitt 2 wird zunàchst (Abschnitt 3) die von LÉvy ausgebaute Tamm- 
Dancoffmethode fir den Ortsraum formuliert. Ausgehend von der Bethe- 
Salpetergleichung wird in Abschnitt 4 die Methode der Wellenfunktionen ent- 
wickelt. Es werden ein lorentzinvariantes und ein einzeitiges Gleichungs- 
system der Wellenfunktionen angegeben. Abschnitt 5 handelt vom EinfluB 
vorgegebener Randwerte zur Zeit t = — co auf Wahrscheinlichkeitsamplituden 
und Wellenfunktionen. Abschnitt 6 bringt die Ableitung einer einzeitigen Form 
der Bethe-Salpetergleichung. Am Beispiel des Zwei-Nukleonenproblems werden 
abschlieBend in Abschnitt 7 die wichtigsten Vergleichspunkte beider Verfahren 
diskutiert. Im Anhang sind einige wichtige Regeln der Graphentechnik zu- 
sammengestellt. 


2. — Allgemeines. 


Als Grundlage der folgenden Untersuchungen ist die Wechselwirkung von 
Nukleonen mit pseudoskalaren Mesonen (pseudoskalare Kopplung) gewahlt, die 
beschrieben wird durch die Feldgleichungen 


ul 


| 9 
| (". ae + n) p(x) = grz A(a)y(2), 
È è n ty 
| (2) (rs DE "a mo) = — igA(x)p(x)ys 


(O— xp) A(x) = ~ tg y,(2), Wp() Woo ’ 


und die gleichzeitigen kanonischen Vertauschungsrelationen. Der Energie- 
impulsoperator P,, dieses Problems hat die Eigenschaften: 


dy(a) oy rc 
(2.1) ni =: Uy(2), P| 5 i == i p(x), ES ’ 
Ly ue 
0A(ax) ee? 
aa =A), Pele 


le 


Je nachdem, ob die in den Feldgleichungen (I) auftretenden Konstanten 
m, und xì in ihre «experimentellen » Anteile m, x? und die Zusatzmassen 


ee 


| — dm, — dx? zerlegt werden ¢ oder nicht, hat man eo 


G2a) | HSH) (© e 
H.(0) =~ 59 fore eA ay, 9 ro. 


oder > 
H = Hit) + Hi(t) (?°) 


Sess the A a 2 ay 
(2.2 b) H;(t) = — Fir { (He, y;A(a)w(a)] dx — ra a 
ti Di 1 dance 
30m | Fi), por} de — de Japan ys, 
é 3 rig 


als Zerlegung der Gesamtenergie in wechselwirkungsfreie und Wechselwirkungs- 
energie. Jeder dieser Zerlegungen entspricht eine Wechselwirkungsdarstellung, 
die wir uns fiir t = 0 der Heisenbergdarstellung angepaBt denken. Die Inte-_ "> 
gralgleichungen der Zustandsvektoren @(t) bzw. ©'(t) dieser Darstellungen | ; 
lauten: 2 i 


DLL | H,(t')Ov) at’ (22), Be 

Bata) H(t) =— ig | HolerroAdloyala) 1 de (), de 
@' (t)= BY co) i | Mewar (22) È 

(Ib) Hit) =— ig | : alaryysAglor)yi(a) : de — ; 


t 


= om | » We(x)wy(a) : da — = one | Astoria (20, 
i i 
(2°) Die fetten Typen H,(t), H;(t), H;(t), H;(t) bezeichnen Energieoperatoren der 
Heisenbergdarstellung, H,(t), H, baw. H;(t), Hj dagegen Energieoperatoren der Wechsel- 
wirkungsdarstellungen. 
(21) Lediglich die Abspaltung der Massenrenormierungsterme wird fir das Fol- 
gende wesentlich sein, die Konstanten dm und dx? seien in der von KALLÉN vorgeschla- 


genen Weise definiert (G. KALLÉN: Helv. Phys. Acta, 25, 417 (1952). 
t t 


(22) [av steht zur Abkiirzung fiir lim festa. 


o—> +0.) 
—2o 


4 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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worin (2), pod), USW. diejenigen Losungen der wechselwirkungsfreien Feld-- 


gleichungen mit den Konstanten m,, x} bzw. m, x? sind, die zur Zeit t = 0 


mit den Feldoperatoren (a), A(x) und w(x) ibereinstimmen. 

Uber die inhomogenen Glieder D(— co), D'(— oo) ist folgendes zu sagen: 
Ist ®'(— co) ein Zwei-Nukleonenzustand oder allgemein ein Zustand freier 
Elementarteilchen, so beschreibt die durch Iteration gewonnene Lésung 


®'(t) = U'(t, — 00)D'( co) 


der inhomogenen Gl. (II b) die Streuung der durch D'(— co) vorgegebenen 
freien Teilchen. Beschreibt aber @’(t) z.B. den Grundzustand des Deuterons 
oder die Streuung von Mesonen an einem Deuteron, so gehorcht @’(t) der 
homogenen Integralgleichung 


(E: *(ITD)) @' (t) = —- if meow dt’ (23). 


Legt man andererseits die Energiezerlegung (2.2 a) zugrunde, so erfiillt — als 
Folge der Verschiebung des Eigenwertspektrum von H, um Vielfache der Re- 
normierungsmassen — jeder zum Vakuumzustand orthogonale Zustand @(t) 
die homogene Integralgleichung 


(Il a’) Opes | H;()Dt)dY (2). 


Die Differentialgleichungen (I) kénnen auch in Form homogener Integral- 
gleichungen geschrieben werden: 


1) ETA i ROMENA 


wobei die Funktionen S,, 4, zu den Massen m, x, gebildet sind. Daf keine 
inhomogenen Glieder auftreten, ist eine Folge von dm, dx? #0. 

Den zur Gesamtenergie H gehérenden Vakuumzustand (definiert als Eigen- 
zustand kleinster Energie) bezeichnen wir mit Q, den zu H, baw. H, gehorenden 
Vakuumzustand mit Q, bzw. Q). Die willkirlichen additiven Konstanten des 
Energieimpulsoperators P, legen wir durch 


fest. 2, und oP haben die Eigenschaften 
; Yo (2) salle ase g pe (a) Q, =0, 


Es wird angenommen, daf das Vakuum der Gesamtenergie sich in der 


(23) V. GLASER und W. ZIMMERMANN: Zeits. f. Phys., 134, 346 (1953). 


2= 70,0 (*) 
2 = U'(0, — 00)2, (24) 


bzw. 


darstellen làft, was zur Folge hat, daB mit P,Q = 0 auch 


(2.4) PQ =O (4) und  P*Q,=0 (29) 


ist. 
Die S,- und A,-Funktionen sind definiert durch: 


S,(a— 2’) = — (2; Ty (a) v w(a')Q) 


(2.5) 
A,(a— x') = +(Q, TA(a)A(a')Q) 


und besitzen die Entwicklungen 


Si (x — a") es (Qo, T[ U(+00,— co) po(a) wo ')]Q) 


x 
(20, U(-- oo, — )Qo) 


i: o IU 
At (op — a") = + (2eTLU(+ 00, — 00) Aol) Aol") Qo) 
| (Q), U(+0c,— 00) ) 
oder 
(2.60) Sioa— 0) = (25, TL U'( +00, —co)yg(%) yy (2')].Q, li 


(25, Ceo or 


A.(a— «') entsprechend . 


=f 


Mit U(t,t') bzw. U'(t,t') ist die Dyson’sche Entwicklung gemeint: 


(2.74) ees E O Jan. fa TL Hy(ty) ... Hy(t,)] (23), 
(2.75) vty = > a fat. fa TH (t,) . Hi (te) ]- 


tS 


(24) Diese fragwiirdigen Beziehungen zwischen 2 und 2; 92 werden nur zur 
Ableitung asymptotischer Entwicklungen in der Art von Gl. (2.6) benutzt, wogegen 
wohl nichts einzuwenden ist. Die ebenso fragwirdige simultane TSO von Gl. (2.3) 


und (2.4) ist fiir das PcG? unerheblich, da es nur auf Differenzen p, — 
impuls eines Zustands, Pu Energieimpuls eines Vakuums) ankommen wird. 


(25) F. J. Dyson: Phys. Rev., 75, 1736 (1949). 


(26) M. GeLL-MANN und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951). 


DI, (Pu Energie- 
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3. — Tamm-Dancoffmethode im Ortsraum (7). 


Ausgangspunkt der von Lévy (?8) ausgebauten Tamm-Dancoffmethode (?%*°) 
ist die Entwicklung eines Zustandsvektors ® nach einem Orthonormalsystem 
von Higenvektoren der ungestérten Energie: 


(3.1) B= Ya, Ho Oy= ED. (3) 


(Der Index i faBt Impuls- und Spineigenwerte der freien Teilchen zusammen). 
Die Eigenwertgleichung | 


(3.2) (H, nà H,)D = H®@ (23) 


ergibt dann ein System von unendlich vielen Integralgleichungen fur die 
Koeffizienten a;: 


8) (E— E)a,=YHia,, Hi = (6 


aj? 


H, 2). 


Vj 


Im Falle eines Zwei-Nukleonenproblems (**) lassen sich alle Koeffizienten 
a; hoherer Teilchenzahl auf den Koeftizienten a(k,s,, ks.) zurùckfihren (k,, ks, 
813 8, Impuls- und Spineigenwerte zweier Nukleonen). Es gelingt so, das unend- 
liche Gleichungssystem (3.3) in eine einzige Integralgleichung fiir a(k,s,, k.s2) 
umzuwandeln, welche nach LÙDERS (**) in der einfachen Form 


ca Ht Ate H®%H® AY 
A toa E° AS ; ti | I 1 1 ASTI 1 1 1 Lenny 34 
(3 ) (E i); es a; | Leni x ae Ee Î < (B= P%)(E a E°) ] ( ) 


geschrieben werden kann. (i kennzeichnet darin einen Zwei-Nukleonenzu- 
stand (°*) ©°, in der ersten Summe der rechten Seite wird iber alle Zwei- 


(2?) Vel. zu diesem Abschnitt auch die Arbeiten von M. Cini: Nuovo Cimento, 10, 
526 und 614 (1953). 

(28) M. Livy: Phys. Rev., 88, 72 (1952). 

(29) I. Tamm: Journ. Phys. USSR, 9, 449 (1950). 

(39) S..M. DANCOFF: Phys. Rev., 78, 382 (1950). 

(#1) H,(t) und H,(¢) zur Zeit t = 0 genommen. 

(82) Wir sprechen von einem Zwei-Nukleonenproblem, wenn fiir ® die Differenz 
Nukleonenzahl weniger Antinukleonenzahl den Eigenwert Zwei hat. Ein Zwei- Nukleonen- 
zustand ist ein Zustand mit zwei freien Nukleonen, aber keinen freien Mesonen oder 
Antinukleonen. 

(33) G. Ltpmrs: Vorlesungen Kopenhagen, Oktober 1952. 

(34) Glieder mit ungerader Anzahl von Ubergangselementen verschwinden. 


aia ve 
Vai 
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Nukleonenzustànde j summiert, das Summenzeichen >’ bedeutet, daB — unter 
AusschluB der Zwei-Nukleonenzustànde — iiber alle Zustainde Di, Di; .. ZU 
summieren ist.) 

Zum spàteren Vergleich mit der Bethe-Salpetergleichung sollen in diesem 
| Abschnitt das Gleichungssystem (3.3) und die Integralgleichung (3.4) auch fiir 
î den Ortsraum formuliert werden. 

Als erstes fiihren wir an Stelle der Entwicklungskoeffizienten a, (in Gl. 3.1)) 
die im Ortsraum entsprechenden « Wahrscheinlichkeitsamplituden » ein, welche ~ 
dann die Grundlage fiir die weitere Behandlung der Lévy’schen Methode im. 
Ortsraum bilden. 

Die Koeffizienten a; sind (bis auf Normierungsfaktoren) gegeben durch 
Ubergangselemente von Produkten aus Vernichtungsoperatoren : 


(2, pi (k)wi.(k»)D) ’ 
(Lr At (ky) ps (ke) (k3)D) ; 


(Lo, A*(ky)ps, (hs) pe, (hs) pe, (a) pz (Ks) D) . 
usw. 
Diese gehen bei Transformation in den Ortsraum iber in: 
oa Xag|([®122 |) me (CEN Poul%1) Woa(V2)®)s =1,=0 (35) 
(3.5) xp; (02 | X2%s |) ae (2), Ag (#1) Won (L=) Poa (®s)P ) 1 =0 
L cescta2q|o%g(% | XoX3X4 | x5) = (Lo, Ai (1) a, (02) Por, (Xs) Pox, (Ls) Poa, (03) P) 1-0 A 
usw. 
Neben diesen Funktionen y, die wir zeitunabhangige Wahrscheinlichkeits- 
amplituden nennen wollen, werden wir dem Zustandsvektor ® noch zeitabhan- 


gige Wahrscheinlichkeitsamplituden 7, zuordnen, die definiert sind durch 
Ausdriicke der Form: 


Xe(| 122 ) a (9%; We (2) Wo (12) P(t) )i,=« SIE 


2 


ra alas lena) = (Qo, Ad) pg (wa) ps AP); 


usw. 


(35) Uber die Bedeutung der GròBen yp, 2), P(t) siehe S. 50. Man kann Stattdessen 
auch die gestrichenen  Grofen in die Gl. (3.5) und (III) einsetzen: Uber die so defi- 
nierten Wahrscheinlichkeitsamplituden vgl. am Ende dieses Abschnitts. 

(38) Spinorindizes sind in dieser wie in den meisten folgenden Formeln weggelassen. 
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Fir Zwei-Nukleonenprobleme — auf die wir uns meist beschranken wer- 
den — verschwinden alle Wahrscheinlichkeitsamplituden, fiir welche die Dif- 
ferenz « Zahl der Nukleonenkoordinaten weniger Zahl der Antinukleonen- 
koordinaten » ungleich zwei ist. Weiter kommen den zeitabhangigen Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden folgende drei Eigenschaften zu: 

1. Die Funktionen y, sind symmetrisch in den Mesonenkoordinaten und 
antisymmetrisch in den Nukleonen- bzw. Antinukleonenkoordinaten. 

2. Aus der Energieeigenwertgleichung des Zustandsvektors ® folgen 
Eigenwertgleichungen fiir die zeitabhangigen Wahrscheinlichkeitsamplituden. 
Denn wegen der Vertauschungsrelationen der wechselwirkungsfreien Feldope- 
ratoren mit H, und der Differentialgieichung von @(t) ergibt Gl. (3.2): 


Xe Eye, 


Yl a 


oder 


Ye = exp [— tht] y 425 - 


> Ferner folgt 


d 
> DALIA A, 


i 
wenn 
P,D = a,D , T= (77; Ita ; Its) 


ist. 

3. Im wechselwirkungsfreien Fall sind die Funktionen y, mit den be- 
kannten Wellenfunktionen des Konfigurationsraums identisch (von Normie- 
rungsfaktoren abgesehen). 

Die Wahrscheinlichkeitsamplituden sind — wie die Koeffizienten a, — 
untereinander durch Systeme von unendlich vielen Gleichungen gekoppelt. 
Hin erstes System, das die zeitunabhangigen Funktionen miteinander ver- 
knipft, folgt umittelbar aus Gl. (3.6) (fiir t = 0), den Feldgleichungen der 
wechselwirkungsfreien Feldoperatoren und der Differentialgleichung von D(t). 
Fir die einfachste Wahrscheinlichkeitsamplitude (| x,x,|) erhalt man beispiels- 
weise: 


lo 
@ th +11) ws) 9% (0) ®) ray = 


a d i; 
= —9| ax. We (Lr) Vo (Le) > Po()ysAo(%)po(w) : PB), bf am + ifm) è 


t=0 


a) n: wee 3 

5 : a or ere . Bee 8 

e I i S Zz ede aS rete ee 
-ZUSAMMENHANG VON BETHE-SALPETERGLEICHUNG UND TAMM-DANCOFFMETHODE 5d- fi 
oder eee 


(88), (i +f. +f) rea, 


ata ) ae gr | da Ulosaza|p(® | XIX2X | x) at 


t=0 


+89 [dest oi alm 


t=0 t=0 


) + dg fax Sap (02 Coni DIVE” Llaia\ (% | XX | ) È 


/ 


Als weiteres Beispiel sei noch die Gleichung fiir x(21|x:x3|) angegeben. 
Da die Differentialgleichung von A («) zeitlich von zweiter Ordnung ist, fiihrt 
man zweckmaBig neben y(x,|x.x3|) noch die erste Ableitung nach der Me- 
sonenzeit ein: 

a 


yi, l'as sez ') == di (2, Ab (1) 9G (2) ps (03) De, =o . 
vy 


Man erhalt dann fiir die 1|2|- und die 1 |2|-Wahrscheinlichkeitsamplitude (*°) 
die Beziehungen: 


(3.9) (— E+f+f.)x(x|x243|)= 


== x(%1 | XX, |) serali fasta,, Ac (21); (02) Wy" (da) : W(X) ysAo(x)yo(x) : D) o ; 


t=0 


(3.10) (- dé so + fa) (1 | 223 |) = (4 — 28) 4 (x1 | 2x3 |) a 
Su af da( 2, di (21) yy (2) po (08) : Po()ysAo(@)Wo(2) : P), = è i ia 


t=0 


Die rechten Seiten dieser Gleichungen lassen sich mit Hilfe der Wick’schen 
Regel leicht so umformen, daB auBer den Funktionen S*a— wa’), A+(7— a’) 
und A*+(@— e’) nur noch Ubergangselemente von Produkten aus Vernichtungs- — 
operatoren, also Wahrscheinlichkeitsamplituden ibrig bleiben. Die allgemeinen 


Gleichungen fiir irgendeine Wahrscheinlichkeitsamplitude y (einschlieBlich der is 5 
ersten Ableitungen nach Mesonenzeiten) lassen sich nach dem Muster der Sr: 
Gl. (3.9) und (3.10) leicht herstellen. o 


Wir kommen zu einem zweiten unendlichen Gleichurgssystem, das die Toi 
zeitabhangigen Wahrscheinlichkeitsamplituden (wieder einschlieBlich der ersten pp 


(3?) Die m|n|a-Wahrscheinlichkeitsamplitude hat m Mesonen-, n Nukleonen- und 
a Antinukleonenkoordinaten. Ist nach einzelnen Mesonenkoordinaten die zeitliche Ablei- 
tung gebildet, so wird dies durch untersetzte Punkte angedeutet: x,(Y1; Yo, Ya» Va [2122 |) 
wird z.B. als 22|2-Wahrscheinlichkeitsamplitude bezeichnet. Tnt 
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Ableitungen nach Mesonenzeiten) untereinander verkntipft und sich besonders 
zum Vergleich mit der Bethe-Salpetergleichung eignet. Zur Ableitung dieses 


Systems geht man am besten von der Integralgleichung (II a’) (S. 50) des 
Zustandsvektors @(t) in der gewaàhlten Wechselwirkungsdarstellung aus: 


(IT a) De i maura. 


) die Beziehung 


Daraus folgt fir %;(|a1x> 
(25; Wo (a) vy (v2) D(t)) a 


Fosa ‘| aw | dx'(2,, Wo (@1) Hy (Xe) : Wo(@' )y5Ao(X") o(@") : DU) ’ 
— oc rad 


oder 


(SE %i( | XX |) = 
vies 
2h | dt | dx! dx, dx, S+(a, — a,)yt8+(ary— aya! |a1aga |) + 


— 0 Da 
t 7 
I I 7. he I si 9 , I I 
di o fa fax da, S+ (a, —-2,)yiS* (x, — 2) 7 (2%, | 4%, |) + 
EO t' 
t 


+9 | ae | dx, dx, S+(x,— a, )y,S* (ay — vy" 1 u(x, 


Ic if 


Ganz allgemein gilt fiir irgendein Produkt P(«,,..., %,) von Operatoren Aj (2), 
Az (a), we (a), pi): 


(A a) CO cP Geass Pa DUG) leg 


DI 


t 


ta 


---g] ae | dix'(Qp, Paty yoeny Gn) 2 PAU A E (a) è DU) 


a 
— 0 va 


Hier formt man wieder auf der rechten Seite nach der Wick’schen Regel so 
um, daB schlieBlich nur noch Ubergangselemente von Produkten aus lauter 
Vernichtungsoperatoren vorkummen. Fiihrt man weiter die noch verbleibenden 
Vernichtungsoperatoren zur Zeit t mit Hilfe von S- und A-Funktionen auf 
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Vernichtungsoperatoren zur Zeit # zuriick, so erhéilt man auf der rechten 
Seite eine Summe von Integralen, in welchen auBer Funktionen %. nur noch 
die Funktionen S~, St, A* und zeitliche Ableitungen von A+ vorkommen. 
Das Resultat dieser Umformung kann man fiir jede beliebige Funktion i 
nach einfachen Regeln, die im Anhang angegeben sind, in graphischer Form 
sofort hinschreiben (siehe S. 83). 

Diese graphische Formulierung (°°) des Integralgleichungssystems (A a) 
erlaubt in einfacher Weise auBer der |2|-Wahrscheinlichkeitsamplitude alle 
ubrigen Wahrscheinlichkeitsamplituden zu eliminieren. So kénnen in der Inte- 
gralgleichung Fig. 1 bzw. Gl. (3.11) auf der rechten Seite die 1|3|1- und die 
1|2|-Wahrscheinlichkeitsamplituden mit Hilfe ihrer Integralgleichungen Fig. 2 
und Fig. 3 ersetzt werden. Das Resultat dieser Substitution ist die in Fig. 4 
gezeichnete Integralgleichung. Das Ziel ist in weiteren Iterationsschritten von 
der rechten Seite méglichst viele Glieder abzuspalten, die nur noch die |2|- 


‘ Wahrscheinlichkeitsamplitude enthalten, um so im Limes unendlich vieler 


Schritte ein Analogon zur Bethe-Salpetergleichung zu gewinnen. Zur For- 
mulierung dieses Iterationsverfahrens brauchen wir noch eine eindeutige Zer- 
legungsvorschrift eines Graphen in seine irreduziblen Bestandteile. 

Am einfachsten ist, einen beliebigen Graphen G durch alle durchgehenden 
Schnitte konstanter Zeit zu zerlegen, die nur zwei Nukleonenlinien treffen. 
Um jedoch zu vermeiden, da8 reine Selbstenergiegraphen gesondert als irre- 
duzible Bestandteile auftreten, schlagt man zweckmafiger Selbstenergieteile 
zum nàchsten unteren zusammenhingenden irreduziblen Bestandteil (Fig. 5). 
Graphen, die sich nicht im Sinne dieser zweiten Zerlegungsvorschrift zerlegen 
lassen, nennen wir —-irreduzibel (°°). Der Zusatz — soll besagen, daf die 
Zeiten der inneren Punkte zwischen der Zeit des friihesten Eckpunkts und 


‘der Zeit t der Endpunkte #,, x, eingeschlossen sind. 


Wenn man nun allgemein bei jedem Iterationsschritt die —-irreduziblen 
Terme stehen l&Bt und die iibrigen Terme weiter iteriert, erhalt man schlieB- 
lich die Integralgleichung 


(3.12) x 4( | 1% |) == > LE | tres emt 


in der iiber alle —-irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen (**) y summiert wird. 

Die Funktionen Ii sind nach den im Anhang gegebenen Regeln zu bilden 

und stellen Integrale iber %,(|x,, x,]) und die Funktionen S,, A, dar. 
Einige der —-irreduziblen Graphen sind im Sinne einer weitergehenden 


(28) Die Kenntnis der im Anhang angegebenen Regeln wird im foleenden voraus- 


gesetzt. 
(#9) Zur genauen Definition dieser Begriffe siehe den Anhang tiber Graphentechnik. 


LA 


é 
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Zerlegungsvorschrift reduzibel. Sie lassen sich in ~ -irreduzible (°°) Graphen 
zerlegen, bei welchen den Zeiten der inneren Eckpunkte nur die Bedingung 
auferlegt ist kleiner als die Zeit i der Endpunkte zu sein. (Fig. 5). Mit diesem 
neuen Begriff der Irreduzibilitàt erhàlt man die Integralgleichung 


(3.13) 14 | Xs | )= > L-( TV | IST 
7 

worin nun iber alle —-irreduziblen (°°) Zwei-Nukleonengraphen y summiert 
wird. Gl. (3.13) kann leicht in Gl. (3.12) umgeformt werden, der Nachweis 
geschieht Ahnlich der auf Seite 73 geschilderten Transformation der Bethe- 
Salpetergleichung in eine einzeitige Form und soll hier nicht weiter ausge- 
fiihrt werden. 

FaBt man die Selbstenergieteile in Gl. (3.13) geeignet zusammen, so erhalt 
man: 


(3.14) xi | X Xs 


val 73 
= EBEA nl) 
DA 


Hierin wird nur iiber diejenigen Graphen summiert, die frei von Selbstenergie- 
teilen sind. Bei der Bildung von L* sind statt der S,, 4,-Funktionen, jeweils 
die Funktionen 


(Qo, TL U(t, — 00) yo(@,)Po(Ws)]20) 
(2,, TLU(t, — 00) Ax(,) An(2,)]) 
einzusetzen. 
Weiter kann man zeigen (4°), daB sich jede Lòsung der Gleichung 


(3.15) Ae | 4X9) = (|a. )\X(|xx})— Xi(|211)x}(|x2|) ae 2 LE" |212x|}= 
7 


worin 7;()@|) und yî(|e|) Lésungen der Einteilchengleichung 


FRAC 


y 


sind, zu einem Satz von Wahrscheinlichkeitsamplituden y, erginzen 1laBt, 
der das unendliche Integralgleichungssystem (A a) (S. 56) lést. Die durch Ite- 
ration erhaltene Lésung von Gl. (3.15) beschreibt offenbar die Streuung zweier 


(‘°) Zum Beweis vergleiche die analogen Uberlegungen fiir Wellenfunktionen auf 
Seite 67, 68. 

(*) Hier wird iber alle —-irreduziblen Ein-Nukleonengraphen summiert, v 
Anhang, S. 86. 


ol. 


to} 
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. Nukleonen mit den Wahrscheinlichkeitsamplituden z:(|x|) und zî(|x|), wahrend 


die Lésungen von Gl. (3.14) gebundene Zwei-Nukleonenzustinde beschreiben. 
Zum AbschluB8 sei noch erwahnt, wie sich die Lévy’sche Methode im Orts-  _ 


raum entwickeln làBt, wenn die Konstanten m, nnd x? konsequent in die 
experimentellen Anteile m, x? und die Zusatzterme — 6m, — 6x2 aufgetrennt 
werden. Zu diesem Zweck definiert man die zeitabhingigen Wahrscheinlich- 
keitsamplituden — anders als in Gl. (III) (S. 53) — mit Hilfe der zum Hamilton- 
operator H, gehérenden GròBen 2, we), O'(t) usw.: | i 


Ml|axa |) = (Qo, Yo (evi (€) D' (0) 


VACICA | XyXq |) = (os Ai (2) A3 (2) Wo (3) Yo (©) DA) ° 


4 


(3.16) 


Diese neuen Wahrscheinlichkeitsamplituden erfiillen wieder die drei auf S. 54 


genannten Eigenschaften. 
Aus der Integralgleichung 
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t 
{IT db) @'(t) = D'(-- 00) | Hyeyoreyar 

folet dann fiir die |2|-Wahrscheinlichkeitsamplitude: E 
(3.17) Xe(| 21x21) = Pol 102 mt — ci 
t ee 

—y | har’), wi (ws) ye" (wa) + PALLI) è DM) + a 

AS " 6 

: 1 we 
+ far no Wo (Lr) Wo (Ly) | om: Wola’) wy(a’) : o ioRzA;ta')? DU) Ma 
Hierin kann der Integralterm der rechten Seite wieder so umgeformt werden, Ke 
daB er auBer Wahrscheinlichkeitsamplituden nur noch S*-Funktionen enthàlt. |. | ‘a 
Die allgemeinen Gleichungen lauten (mit entsprechender Bezeichungsweise wie ae 
bei Gl. (A a)): n° 
(Ab) (OVS P (iy, xh Cn) Dio PCS da) DP (— 20), a — An 
t Di 
t a 
— g | a0( 2%, P(%,, 3 Ln) 2 Wo(@' )ysA o(@" p(w’): O'(t’) sme + È 
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Beschreibt '(t) die Strenung zweier Nukleonen, so gibt das inhomogene 
Glied von Gl. (3.17) 3 


Pol| ws |)c=1= (2, Yo @ 1) Yo ‘(a a) P'(— co)) 


die wechselwirkungsfreie Wellenfunktion der beiden einlaufenden Teilchen. 
Beschreibt dagegen ®’(t) etwa den Grundzustand des Deuterons, so mien als 
Folge von D'(— co)=0 sàmtliche Funktionen go = (2), P(a,...) &n)O'(— co)); = 
verschwinden. 

Mit der Annahme, daB — ausgenommen hòchstens die Funktion ¢( lese. |) 
alle tibrigen Funktionen ECA. verschwinden, gelangt man so zu der 
1 Usa Gleichung 


(3.18) TA | oes 


) = zo(|2122|)= tI, 


)e=e (*) 


“eva in welcher auf der rechten Seite nur tiber diejenigen -irreduziblen Graphen 
summiert wird, die frei von irgendwelchen Selbstenergieteilen sind, und bei 
der Bildung der Funktionen L statt der S,, 4,-Funktionen die Ausdriicke 


(Q), TLU(t, — co) yy (#1) Poe) 2) 

(OUP RUE ees Si 
eingesetzt werden. Die Gl. (3.18) hat eine groBe Ahnlichkeit mit Gl. (3.15), 
ist jedoch mit ihr wegen der Verschiedenheit der statt der S,- und 4,-Funk- 
tionen einzusetzenden Bildungen nicht identisch. 


4. — Wellenfunktionen. 


Die von BETHE und SALPETER (4%) gefundene Integralgleichung fiir das 
Problem zweier gebundener Nukleonen lautet: 


(4.1) COTE = LF ( 


| aye |) 


Summiert wird tiber samtliche mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen (vergl. 
Anhang S. 83), die mehrzeitig wreduzibel sind. Mehrzeitig irreduzibel soll 
heiBen: Es sei nicht méglich J’ durch einen beliebigen Schnitt in zwei Teile 
zu zerlegen, die nur durch zwei Nukleonenlinien miteinander verknipft sind, 


(4) %, stimmt bis auf einen konstanten Faktor mit @y (|%,23|)},=x- 
(43) E. E. SALPETER und H. A. BrTHE: Phys. Rev., 84, 1232 (1951). 
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derart, daB die in «, und x, endenden Nukleonenlinien noch zusammenhangen. 
(Fig. 17). Die Konstruktion eines Terms L(x,x.) geschieht wie bei den 
S-Matrixgraphen mit Hilfe von S,-, A,-Funktionen usw., nur mit dem 
Unterschied, daB fiir die 4uBeren Nukleonenlinien die Funktion 9 |7,#, |) selbst 
eingesetzt wird. (Vgl. hierzu die im Anhang angegeben Regeln). 

Hine strenge Begriindung der Bethe-Salpetergleichung wurde zuerst von 
GELL-MANN und Low (#4) gegeben, die zeigen konnten, daB die « Wellen- 
funktion » 


(4.2) P(| Lyre | )= (2, Pyp(,)p(1.)D) 


eines Zustands  zweier gebundener Nukleonen der Bethe-Salpetergleichung 
genigt. Dieser Funktion kommen nun gleichfalls die drei Eigenschaften (S. 54) 
der Wahrscheinlichkeitsamplituden zu: 

1. g ist antisymmetrisch in x, und a. 

2. Aus der Energie-Impulseigenwertgleichung von @® folet cine Eigen- 
wertgleichung fiir g: 


PO=2,0 
ergibt 
(Lt + za) = 17,0 - 
\0g& dat 


3. Im wechselwirkungsfreien Fall ist g(|2%|).-,=: mit der bekannten 
Zwei-Teilchenwellenfunktion des Konfigurationsraums identisch (bis auf den 
Normierungsfaktor 14). 

GELL-MANN und Low (44) haben eine Form der Bethe-Salpetergleichung 
angegeben, in der relativistisch invariant alle Selbstenergieteile zusammen- 
gefaBt sind: 


(4.4) P(| U1» )= XL 03 |) . 
mr 


Hier wird iber alle Graphen J” summiert, die keine Selbstenergieteile mehr 
enthalten. Die analytischen Ausdriicke L' unterscheiden sich von den ent- 
sprechenden Termen L durch Ersetzung der Funktionen S,, 4, durch RETTA: 
In Ahnlicher Weise ist die Aufsummierung der Eekteile (vertex parts) und 
M-Teile méglich. 

Es gilt nun das Verfahren von Bethe und Salpeter weiter auszubauen. In 
Parallele zu den Ausfiihrungen des Abschnitts 3 wird man zunachst zur 


(44) M. GeLL-MANN und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951). 
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« Darstellung » eines Zustandsvektors © (4) neben der Zwei-Nukleonenwellen- 
funktion g(|x,7.|) weitere Wellenfunktionen einfiihren; z.B. eine « 2|2|-Wellen- 
funktion » p(yy2|%%,|), die zwei Mesonen mit den Koordinaten y,, y, und 
Sd zwei Nukleonen mit den Koordinaten x;, x, beschreibt. Wie man die Definition 
ee: der Wellenfunktionen zu wahlen hat, ist eine Frage der ZweckmaBigkeit. Soll 
es sich um eine wirklich brauchbare Verallgemeinerung des fir freie Felder 
gelaufigen Begriffs Wellenfunktion handeln, wird man mindestens verlangen, 
«| daB — wie fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden — die auf Seite 54 genannten 
drei Eigenschaften erfiillt sind. Dariiber hinaus soll die Definition méglichst 
einfach sein und zu iibersichtlichen Differentialgleichungen fiir die Wellen- 

pe funktionen fihren. 
| In Analogie zu den Definiticnsgleichungen der Wahrscheinlichkeitsampli- 
‘ tuden liegt es nahe, die Definition (4.2) durch folgende Ausdriicke zu ergànzen: 


T(YrYo | Lita ) = (Q, TA(y:)A(Ys)p(#1)p(@2)®) 


(45) t(|010,0|2) = (Q, Ty) 1p (or) plaa)p(2)®) . 


usw. 


Diese « t-Funktionen » haben zwar die bekannten Symmetrieeigenschaften und 
erfiuùllen als Folge von Gl. (4.3) die Eigenwertgleichungen 


vr SE .- 
i — T= in, 
ae 7 Og Seli 


4 i 


(summiert wird tiber alle Koordinaten von t). Doch ist Eigenschaft 3 nicht 
erfùllt. Denn im wechselwirkungsfreien Fall ist z.B. 


(OS TA(Y1)Ao(Y2)wPo(d1)o(%2) Po) = (05, At (YAT (Yo) pe CAIN (a2) Dy) Fe 
+ Ar(y,— yo Qo; Wo (1) (a) Bo) (De 
Wenn auch die t-Funktionen aus diesem Grund noch nicht geeignete Wellen- 


funktionen sind, kònnen solche doch leicht aus ihnen gewonnen werden. Man 
braucht nur die im wechselwirkungsfreien Fall giltigen Beziehungen zwischen 


(45) Wir beschrinken uns grundsatzlich auf Zustandsvektoren von Zwei- Nukleonen- 
problemen. 

(46) Far einen Zustand mit zwei freien Nukleonen ware die 7,-Funktion mit zwei 
Mesonen- und zwei Nukleonenkoordinaten von Null verschieden. 3 


__ MAIA 


ul 
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t-Funktionen und Wellenfunktionen Ses > : Ss 
To(Y1Y2 |a |) = Po(Y1Y: | ip | ) + Ary. — Yo) Pol | X12 | ) = 
To( | 450925 | 2) = o | e1003%3 | 2) — Sp(t— 2)Po(| THe | IE ue 


+ Sr(a2— 2)@o( | 44805 | ) — Sp(a, — 2)@(|%2%3|) ¥ sa 

usw. H 

unmittelbar zu tibertragen: È 

| T(YrYo | 42> |) = P(YrYo | XL. ) + Axl — Yz) (| 2%, |) } 

(IV) os 

| T( | ,03%3|2) = g( | x0090%5 | 2) — Sr(%— 2)9( | 002%, i) +... . “S 

Diese Beziehungen — aufgefafit als Definitionsgleichungen der Wellen- “RUE 

funktionen — erlauben jede Wellenfunktion eindeutig aus endlich vielen oe 

t-Funktionen gleicher oder geringerer Teilchenzahl rekursiv zu berechnen, z.B.: z 

P(YrY2 | Uy | )= T(YYr2 | 2420, |) — Ap(ys — Ya) T( | a2, | ) i 

@(| HH, |2) == T(1010203|2) + Sala — 2)t(|4%,|) —... . i 3 

Die so erklarten Wellenfunktionen haben die drei gewiinschten Eigen- a 

schaften (*’): Sie sind symmetrisch in den Mesonen- und antisymmetrisch in È 

den Nukleonen- bzw. Antinukleonenkoordinaten. Aus Gl. (4.3) folgen die x 

Figenwertgleichungen : 

lo | fs 

Saag ? = 

und im wechselwirkungsfreien Fall stimmen die (einzeitig genommenen) Wellen- * 
funktionen mit den bekannten wechselwirkungsfreien Wellenfunktionen des 

 Konfigurationsraums iiberein. 

Ebenso wie bei Wahrscheinlichkeitsamplituden ist auch der Satz der Wellen- n. 

funktionen eines Zustands © einem unendlichen System von Differential- sa 

gleichungen unterworfen, die sich aus den Feldgleichungen (I) und den gleich- 3 

a, 


zeitigen kanonischen Vertauschungsrelationen ergeben. 


(47) Eine andere Méglichkeit, Wellenfunktionen mit diesen drei Eigenschaften aus. 
den t-Funktionen abzuleiten, wird auf Seite 66 erwahnt. 
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pln 


Zunichst folgen aus der Definition der t-Funktionen die Differential- 


gleichungen 
f..t(| UL |) AGE (2p Dim, ) 
E lo 
fag eal) = ign? rer) jp <7 tm 
(4.6) 
h, TY UX |) = igyer(| HUY | Yi |) hy = Gl 
x È f,.[t(| 0,03% | 2) + Se(03 — 2)t(|2,0, )] 3 igyi*t(x3 | 01% bs |<) (48) 
È oder 
| f,,1(|aratts|2) = — idlas — 2) (| aye |) + igy2r(a| 2,000 |) (89) 
h, {T(Y1Y2 40> |) — Ar(Yi — Yo)t(| UV DI == Igy T(Ys | Dy Loy | Yi) (49) 
| oder 
= h, «(1 |) = 6 va ]) + iguana 1) ED) 


Mit den Umrechnungsformeln (IV) erhalt man als Differentialgleichungen 
der Wellenfunktionen: 


(4.7) £9 | DL |) = Igy sp (a | DV ) 


HU 


) 


Ya yigy:®(| XY ) ca 
+ Sx(a, — Yyigy:9( 


we (4.8) t..P(Y Lea) Igy ip (YX, | Xa, eae Ar(y — Xs )igve?( 


(4.9) hyply | er@2|) = tgyse(| trey 
) 
(V) (4.10) fF, ply| @years | 2) = igysp (yas | 010203 | 2) —S,(a@3— z)igye@(yas | DLs D+ 
a5 igy;'Ar izes Ig) Gp( | Was | 2) ae 
+ igyZAr(y — 23) Sp(0%3 — 2)g(| Ve) 


LY 


(4.11) h, P(YrYe | va, |) = 19y5P(Y» | DX oY | Y1) 
+ Se(0. — yrligy3p (Yo | iy ne Sp(01 — Yx)t9y3'P(Yo 


uSW. 


LoY1 | ) 


(48) Der Term Sx(x3 — 2)t(|x,x,|) gibt fir ei € Zur rechten Seite keinen Beitrag, 
kompensiert aber die durch die Vertauschung {y(z;), (2)} bedingte Unstetigkeit von 
TOD Vola |2) Ul hy ==. 2. 
DS Der Term Ar(y — Y2)t(|21%2|) kompensiert die durch die Vertauschung 
[A(Y1), 4(Y»)] bedingte Unstetigkeit von t(y,y.|%,%|) in y, = Yo. 
(5°) Die in den Differentialgleichungen der 7-Funktionen vorkommenden vier- 
dimensionalen d-Funktionen sind eine Konsequenz der lokalen Vertauschungsrelationen. 
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Die zugehòrigen Integralgleichungen lauten (die inhomogenen Glieder sind als 


Folge der Eigenwertverschiebungen durch die Renormierungsmassen gleich 
- Null zu setzen): 


& (412) ployee) = + anf | Sele, — eyo |z/2,]) a, 


USW. 


Gl. (4.12) und die den ibrigen angegebenen Differentialgleichungen (4.8) bis 
(4.11) entsprechenden Integralgleichungen sind in den Fig. 6 bis 10 graphisch 
dargestellt. 

Bei der Ableitung der Gleichungssysteme (4.6) und (V) ist nirgends davon 
Gebrauch gemacht worden, da’ die Wellen- und t-Funktionen auf den Vakuum- 
zustand 2 bezogen sind. Die Differentialgleichungen (4.6) gelten demnach 
ebenso fiir die 7-Produkte 


TLA(ys) -.. pls). BR) J 


der Feldoperatoren und sàmtliche Ubergangselemente zwischen zwei fest ge- 
wahliten Zustinden: 


Trl Yq ee (Casto 215 60-) == Os TAV) (0) PA) JD) 


Ebenso verhalt es sich mit den aus 7-Produkten nach der Wick’schen Regel 
abgeleiteten Operatoren: 


Tl p(a1) p(s) ] = 2 p(%)p(xe) : 


TA (y1)A (Yo) p(@1) Y(@2) | =: A(y,)A(Y2) p(%1) Y("2) : + AY — Yo) : P(r) (42) :- 
usw. 


Diese Operatoren, wie auch deren Ubergangselemente 
Pool Yay | Cig | dr) = (D’,: Aly)... p(X)». pe)... : D) 


geniigen ebenfalls den Differentialgleichungen (V). Sie genigen ferner den 
Integralgleichungen (B), wobei das Verschwinden der inhomogenen Glieder 
durch direkte Ableitung aus den homogenen Integralgleichungen (I’) folgt. Die 
Funktionen gy bezeichnen wir als Wellenfunktionen des Zustands © relativ 
zum Zustand ©’. Die Frage, wie man — entsprechend zu Gl. (4.4) — die 
Systeme (4.6) und (B) umzugestalten hat, sodaB samtliche Selbstenergieteile 
usw. zusammengefaBt werden, ist nicht so leicht zu beantworten. Hinen 
ersten Hinweis erteilen die stérungstheoretischen Entwicklungen der t-Funk- 


5 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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- tionen eines Streuzustands von Elementarteilchen: 


T(Yr, eee |a, eee |) = 


= (Q,, TU'(+ 00, — co) A'(y:) «.. y' (a1) «. Y'(&) ...]D'(- 00)). (51) 


(4.13) 


® = U'(0, — c0)D'(- 00). 


Die graphentechnische Auswertung dieser Entwicklungen zeigt, daB die von 
Dyson zur Renormierung der S-Matrix gegebenen Vorschriften ohne wesent- 
liche Anderungen tibernommen werden kònnen. So lassen sich z.B. ohne wei- 
teres simtliche Selbstenergieteile in Form der S,- und 4}-Funktionen zusam- 
menfassen. Diese Méglichkeit geht verloren, wenn der Ubergang zu den Wellen- 
funktionen nach Gl. (IV) vollzogen wird. Denn das Auftreten der ungestrichenen 
Funktionen in den Definitionsgleichungen (IV) macht eine konsequente Auf- 
summierung der Selbstenergieteile von vorneherein unméglich. Anders verhalt 
es sich aber, wenn man zur Definition der Wellenfunktionen die gestrichenen 
Funktionen verwendet 


) 


(4.14) T(YYo | 142, |) = P'(Y1Y» Xo ) + Ax(Ya a? Y»)®' (| LH |) 


(| a2 )= Qi (| #8. 


usw. 


Die aus den Gl. (4.13) erhaltenen stòrungstheoretischen Entwicklungen dieser 
« gestrichenen » Wellenfunktionen erlauben in jeder Naherung die invariante 
Aufsummierung der Selbstenergie-, Eck- und M-Teile. Als weiteren Vorzug 
zeigt die Gegeniiberstellung 
P (Y1Y2 | 0102) = (2, TA(Y)A (yo) p(@1)p(@.)®) — 
—(2;, T Ag(yx) Ao(Y2) 2o)( Q, T (a) p(a2)P) 
Q' (YsYs | L422 |) = (Q, TA(Yy1) A (Yo) p(@1) p(x.) D) — 
— (2, TA(Y)A(4) QQ, Ty(a,)p(@2)®) 


da die Definition der gestrichenen Wellenfunktionen keine GréSen aus der 
Theorie der freien Teilchen benutzt. 


(51) Bis auf den Phasenfaktor 1/(2); U'(+ 00, — co)2,) der rechten Seite, den 
wir unter der Vereinbarung weglassen kònnen, daf bei der graphentechnischen Aus- 
wertung eines Ausarucks der Form 3 


(2), ITU'(+ 00, — 00) ...]D'(— c0)) 


nur Graphen ohne geschlossene Komponenten zu berùcksichtigen sind. 


aay x pe a i) — x 7 ) n° To ni n 
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Aus den stòrungstheoretischen Entwicklungen der gestrichenen Wellen-. 
funktionen lassen sich Integralgleichungen erhalten, die auBer endlichen Kon- 
stanten nur noch die durch Zusammenfassung von Selbstenergieteilen usw. 
entstandenen Funktionen $,, usw. enthalten. Diese « renormierten » Integral- 
gleichungen, die auch unabhangig von der Voraussetzung D= U'(0, —00)D'(—00) 
giltig sind, sind jedoch ziemlich kompliziert und sollen hier nicht in Betracht — 
gezogen werden. Wir beschrànken uns vielmehr ganz auf die Diskussion der 
ungestrichenen Wellenfunktionen, die wegen der Einfachheit der Systeme (V), 
(B) zur ersten Orientierung geeigneter sind. 

Wir wollen uns noch davon iiberzeugen, daB sich jede Lésung der Bethe- 
Salpetergleichung zu einem ganzen Satz von Wellenfunktionen erganzen laBt, 
der das Gleichungssystem (B) identisch befriedigt. Wir gehen dazu von einer 
bestimmten Lòsung der Bethe-Salpetergleichung (5.1) aus (die inhomogene 
Form der Bethe-Salpetergleichung wird nachher behandelt) und definieren die . 
fehlenden Wellenfunktionen als Entwicklungen nach Potenzen der Kopplungs- 
konstanten: 


1\2 


| 
Mes 


P(Ys | 010» |) = > LE: | 222 |) (p= y(|a,5|)) 


rad Uy Uys, |2) — x L%(| DLL |a) 
(4.15) 5 


P(YY> | WLW | 2) = LY Ys | 4 2Ms | 2) 
r 


usw. 
mn} 


In Y wird iber alle mehrzeitig irreduziblen m|n|k-Graphen (vgl. Anhang 
Ph 


S. 41) summiert. Jeder dieser Graphen enthalt zwei auBere Nukleonenlinien, 
fiir welche 9(|%,%,|) einzusetzen ist. Mit Hilfe der Integralgleichung (4.1) und 
der im Anhang entwickelten Graphentechnik làBt sich dann leicht nachweisen, 
da8 jede einzelne Integralgleichung des Systems (B) fur g(|x,%,|) und die von 
dieser Funktion abgeleiteten Entwicklungen (4.15) eine Identitàt ist. 

Um einen entsprechenden Beweis fiir eine Lòsung der inhomogenen Bethe- 
Salpetergleichung 


|2| 
: (4.16) P(| 122 |) = pr | 21|)qa(| a2 |) — Pa(| #1 |)qrr(| 2 |) Pir 2 Epler) 


zu fiihren, in der g,(|«|), g:(|e|) Losungen der Ein-Teilchenform 


|2| 


(4.17) P1,2(|@|) = 25212) P12 = P1,2( 


a’ |) 


> ) Goggi 2 = & 
NE Ì 33 
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der Bethe-Salpetergleichung sind, schreiben wir (4.16) in der Form: 
(2) 


[zl 
(4.18) | Q(|a%2|) = >* Le(| est) + > LR( ere) 
; Tt iy 


ca); 9=9(0:) 


Po = v1(|2; |)wa(|22]) — Pal 


wobei in der Summe >* iber alle mehrzeitig irreduziblen |2|*-Graphen sum- 
miert wird. Die |2|-Wellenfunktion brauchen wir dann nur noch durch Aus- 
driicke der Form 


2|2| 


2|2] 
(4.19) P(Y1Y2 | 00,002 |) = > Ft Vy |) aie >} LP (| UV, |) 
T T 


zu erginzen (in Y* wird iber alle mehrzeitig irreduziblen 2|2|*-Graphen 
summiert), um einen Satz von Wellenfunktionen zu erhalten, der das Gleichungs- 
system (B) befriedigt. 

Das lorentzinvariante System (V) (Seite 64) kann sehr leicht in ein einzei- 
tiges System von Differentialgleichungen verwandelt werden, vorausgesetzt, 
da8 © ein Eigenzustand der Energie ist. Denn nimmt man (wie bei den Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden) die ersten Ableitungen der Wellenfunktionen nach 
Mesonenzeiten als unabhangige Funktionen hinzu, so kénnen die Zeitdifferen- 
tiationen in (V) mit Hilfe der Eigenwertgleichungen 


d 
yi a a 0 


x 
‘Fl; 


sofort eliminiert werden. Grenziiberginge zu gleichen Zeiten (wobei auf die 
GroBenanordnung der Zeitkoordinaten wàhrend des Grenziibergangs streng 
geachtet werden mus) liefern ein System von Differentialgleichungen, die nur 
noch die zur Zeit t = 0 genommene Wellenfunktion und deren erste Ablei- 
tungen nach Mesonenzeiten enthalt. 

Als Beispiele seien folgende Gleichungen angefiihrt: 


(4.20) (—tB + fi + fa)pl(| x1¥2|) = ignara |) + got q(x, | 21% |) 
(4.21) (—iE + fi + fa)ply | x1%2|) = 9(y | 122 ]) + igogtp yx, | 2x2 |) — 
— gas A*(y — x1)¢(| x1%2|) + igodto( yas | xx. |) — 
— goes 4+(y — x2) | x12 |) 

(VI) 
— 925 A*(y — a9)op(| 2132 |) + igoestp(y2%s | 2128 |) — 
on gas: 4*(Y x, X2) (| X 1X2 |) — igy:9(| XX ly)— 

— gi S*(x2— y )p(| ery |) + gytS*(x1 — y)e(| xy |) 


Os = Ways 5 St(x) == S*(a) <9, A*(x) = 442). 


(4.22) (—i# Sh + fy | x12 ) = (A— 25) O(Y | X1%2 i) +igos'p(ya:|x1% |) 7 
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Diese drei Gleichungen entsprechen beziehungsweise genau den Gl. (3.8), (3.9) 


und (3.10) der Tamm-Dancoffmethode. 
Interessiert man sich nur fur die lorentzinvarianten Eigenwerte I, der 


Ruhenergie, so wird man als Nebenbedingungen zum Gleichungssystemi (VIE 


le) 
Br oder DY_@=0, rta 200 
i CL y } 
verlangen, soda 
4 

u=1 
ist. 
5. — Randbedingungen fiir t = — co. 


In den letzten beiden Abschnitten waren die Verfahren von Tamm-Dancoff 
und Bethe-Salpeter parallel entwickelt worden. Neben der Bethe-Salpeter- 
gleichung und der Integralgleichung (3.18) haben wir unendliche Gleichungs- 
systeme kennen gelernt, die unabhangig von Randbedingungen ganz allgemein 


gelten. Wahrend sich Randbedingungen fiir t = — co in den Systemen (A a). 


(S. 56) und (B) (S. 65) nicht einmal 4uBerlich bemerkbar machen, gehen sie in 
das System (A bd) (S..59) durch die Funktionen 


i Vor (2, P(%1,.-:5 Cn) D'(- 00) )i=t 
ein (52). 

Wir wissen bisher, daB jede Lòsung der Integralgleichungen (4.4), (3.18) 
auch eine Lésungsmannigfaltigkeit der zugehérigen Systeme peed: Die 
Frage ist, welche Lésungen umgekehrt bei Umwandlung der Gleichungssysteme 
in die Integralgleichungen (4.4), (3.18) verloren gehen. Zur Beantwortung 
dieser Frage beschranken wir uns der Einfachheit halber auf Streuvorgange 
zwischen Elementarteilchen; d.h. auf Zustandsvektoren ©, die in der Wechsel- 
wirkungsdarstellung formal (5°) die Gestalt 


(5.1) Dt) = U'(t, — c0)D'(— ov) 


haben. Unter dieser Voraussetzung làfBft sich leicht zeigen, daf die Integral- 


(52) Mit der Einschriinkung, daf verschiedene Randbedingungen fiir # = — co zu 
denselben Funktionen (2), Pa, 5+; %,)2'(— c0)) fithren konnen. 
(53) Das heiBt abgesehen von Divergenzschwierigkeiten des Operators U'(t, — oo) 


(E. C. G. STUECKELBERG: Phys. Rev., 81, 130 (1951)). 
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gleichung (3.18) 
(5.2) z| ax |) = Hol! dita) + I TEX | ot |) (89) 
y 
und ebenso die Bethe-Salpetergleichung (4.4) in ihrer inhomogenen Form 


(5.2°) P(| #12 


)= Qo(| Xs |) Sto > L®(|2,2,|) eo 
Di 


nur unter der Randbedingung erfiillt sind, daB ©'(— co) ein Zustand mit 
zwei freien Nukleonen ist. 
Denn nach Voraussetzung (5.1) gelten die Entwicklungen 


(5.3) = (95 veve) DM) = (25, Yo(#1)Yo(#2) U'(t, — 0)D'(— co)) 
(5.3) (2, Ty(a,)p(a2)®) =(%, TIU'(+00, — 00) py (1) p, (#2) |B! (— 00). 


Nehmen wir zunàchst an, daB D'(— oo) ein Zustand mit zwei freien Nukleonen 
ist, so enthalt die Entwicklung (5.3) baw. (5.3') — auBer S- und A-Funk- 
tionen zu den experimentellen Massen — nur die Wellenfunktion (go(|#,%:|) 
der beiden einlaufenden Teilchen. Die einzelnen Entwicklungsglieder von (5.3') 
lassen sich — wie bei der Dysonschen S-Matrixentwicklung — durch Graphen 
veranschaulichen, nur mit dem Unterschied, da noch zwei in den Punkten a, 
und «, blind endende Nukleonenlinien mit zu bericksichtigen sind. AuBer dem 
Graphen J’, (Fig. 11 a) der nullten Nàherung treten in den hòheren Nahe- 
rungen die in den Fig. 11 b bis e dargestellten Typen 7,, 7,, 7, und 7; auf. 
I, gibt zu y(|#,x,|) den Beitrag y(x,7,), die der Gesamtheit der Graphen vom 
Typ Ti, T,, Ty, und 7; entsprechenden Beitràge seien bzw. mit g,(%1%2), Pa(V1t2), 
Pr2(%%) und 7(|w,2,|) bezeichnet. Die Entwicklung schreibt sich dann in der 
Form 


P(|20,0. |) = gpo(01,0,) + P1(1122) + Pa (0122) + Pro (102) + n(| >|) . 
Auf Grund der Renormierungsbedingungen ist (55): 
Po + P1 + Pa + Piz = Za» 


Andererseits kann (| a4 


2|) laut Definition in der Form 


(| %4%|) = > Lg(|212.]) 
a 


(54) Die inhomogenen Glieder y und q sind beide Losungen der wechselwirkungs- 
freien Diracgleichuupen mit der Masse m. 


(55) G. KALLÉN: Helv. Phys. Acta., 25, 417 (1952). 


4 
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entwickelt werden, soda 
paz) = = Zo®o( | 2490, |) VA 2 Fa (||) 


folgt. Ebenso zeigt man, daB die Entwicklung (5.3) die Integralgleichung (5.2) 
erfullt, wenn ®'(— oo) ein Zustand mit zwei freien Nukleonen ist. 

Nimmt man dagegen fiir t = — co als Randbedingung an, daB beispiels- 
weise ® (—oo) ein Zustand mit zwei Nukleonen und zwei Mesonen der Wellen- 
funktion 

Po(YrYo | UV |) = (95; At (y,)A* (ys) pt! (a1) yt (1) D'(— co)) 


sei, so gibt Gl. (5.3’) bzw. (5.3) die Entwicklung von P(A) baw. %;(x1%,) nach 
Po(Yr¥2|%%|) und es ist leicht zu sehen, daB y(a,7,) baw. 4 i(%%,) keine Lòsung 
der Bethe-Salpetergleichung (5.2’) bzw. der Gl. (5.2) darstellt. 

_ Ganz allgemein weist man so nach, daB nur unter der Bedingung — D'(—-00) 
ein Zustand mit zwei freien Nukleonen — die Wellenfunktion P(11%,) bzw. 
Wahrscheinlichkeitsamplitude y,(x,0.) des Zustands 


D'(1) = U'(t, — co) @'(— oo) 


eine Lòsung der Gl. (5.2’) baw. (5.2) ist. 
Wir hatten uns eben auf Streuvorgànge zwischen Elementarteilchen be- 
schrankt. Die entsprechende Diskussion fiir Zustànde mit 


D'(-- 0) = 0 


— darunter fallen z.B. das Deuteron, die Streuung von Mesonen am Deuteron, 
aber auch die gegenseitige Streuung von Deuteronen — ist nicht so einfach. 
Es sei nur erwahnt, daB die Wellenfunktion des Grundzustands zweier ge- 
bundener Nukleonen formal (5) sicher die Bethe-Salpetergleichung erfiillt, 
wahrend z.B. fiir Streuung von Mesonen an diesem Grundzustand die Wellen- 
funktion ~(|%2|) der Bethe-Salpetergleichung nicht genigt. 

Zum AbschluB noch eine gemeinsame Eigenschaft von Wellenfunktionen 
und Wahrscheinlichkeitsamplituden, die wesentlich eine Folge von Eigen- 
schaft 3 ist. Beschreibt ® die Streuung von % Mesonen an zwei Nukleonen, 
so ist unter allen Wahrscheinlichkeitsamplituden bzw. Wellenfunktionen die 
Funktion mit k Mesonen- und zwei Nukleonenkoordinaten besonders ausge- 
zeichnet. Sie besitzt die Entwicklung 


vira) = (Qh, Ay (Ys) AS (Yo (21) (a2) U"(t, — 00)D'(— 00) 


bzw. 
P(Y13 +++) Yu | Ure 


) = (2, T[U(+c0, — co) : As(Y1) «+» Pole) :]D'(— 00)) 


(56) D. h. abgesehen von einer Divergenz der Entwicklung des Integralkerns von 
Gl. (5.2’). 


PR Ran eae Mean DI Ue one ty Anh ee ra e SU 
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und stimmt (alle Zeitkoordinaten der Wellenfunktion gleich t gesetzt) asympto- 
tisch fiir t >— co mit der Wellenfunktion 


= (2), 40 (Yr) «++ Yo. (#2) B"(— 00)) 0 _ 


Py(¥15 ney ¥ «| 1X2 |) 


der einlaufenden Teilchen iiberein, wahrend die iibrigen Wahrscheinlichkeits- 
amplituden und Wellenfunktionen asymptotisch verschwinden, z.B.: 


(2), Ay’ (Ys) Ai (Yn) Pe (Hr) Yq (#2) D'(— 00)) = 0 fir n 4k. 


6. — Einzeitige Bethe-Salpetergleichung. 


In diesem Abschnitt soll mit Hilfe der im Anhang (°7) entwickelten Gra- 
phentechnik eine kirzlich von W. Mackn (°°) gefundene einzeitige Form der 
Bethe-Salpetergleichung abgeleitet werden (°°). Die Aufgabe ist, aus der mehr- 
zeitigen Bethe-Salpetergleichung | 


(6.1) P(| L422 |) n LF (| 0422 |) 


eine Integralgleichung ftir die einzeitige Wellenfunktion 
@1(| 41%. |) = P(| 1% |)=t=t 


zu erhalten. Dazu schreiben wir die Bethe-Salpetergleichung in der Form 


(6.2) P(| 12> |) = > Li, (| 21% ) 
N AE 


worin / den mit einer vollstàndigen zeitlichen Eckpunktanordnung 7 verse- 
henen Graphen J’ bezeichnet, und iber samtliche mehrzeitig irreduziblen, mehr- 
zeitigen Zwei-Nukleonengraphen J” und jede mégliche Eckpunktanordnung 4 
summiert wird. 

Ferner benutzen wir folgende Hilfsformel, die jeden einzeitig irreduziblen, 
mehreeitigen Zwei-Nukleonengraphen G (mit vollstàndiger Anordnung t der 
Eckpunktzeiten, Beispiel Fig. 15 a) bis auf Terme héherer Ordnung durch den 


(9°) Die Kenntnis der im Anhang gegebenen Definitionen und Regeln ist fiir das 
Verstàndnis des Folgenden notwendig. 

(58) W. Macke: Zeits. f. Naturf., 8a, 599 und 615 (1953). 

(°°) Die Vorliegende Ableitung wurde gemeinsam mit K. SyManzrk entwickelt. Von 
SYMANZIK stammt auch eine Erweiterung des Verfahrens, die bereits renormierte Form 
der mehrzeitigen Betho-Salpetergleichung in eine einzeitige Beziehung umzuwandeln : 
K. Symanzik: Nuovo Cimento, 11, 88 (1953). 
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zugehòrigen einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen G (Fig. 15 b) ausdriickt: 


(6.3) Let.) (2,0, |) = Ig (Jaye x, |) ISTE "0 (|2,0,|).- 
Die Summe auf der rechten Seite ist iiber pre is mehrzeitig en Zwei- 


Nukleonengraphen g erstreckt, die 
‘1 einzeitig irreduzibel sind 


2. nach Abtrennung des untersten mehrzeitig irreduziblen Bestandteils-. 4 


in G ibergehen. 

Zum Beweis von Gl. (6.3) setzt man in L% die rechte Seite der Bethe- 
Salpetergleichung ein; es entstehen mehrzeitige Zwei-Nukleonengraphen, die 
einzeitig reduzibel, und solche, die einzeitig irreduzibel sind. Die einzeitig redu- 
ziblen Graphen werden nach der Schnittregel (siehe Anhang, S. 82) in G’ und 
einen mehrzeitig irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen zerlegt und anschlieBend 
mit Hilfe der Bethe-Salpetergleichung in Ly, zusammengefaBt (man beachte 


dabei die Orthogonalitàt von S+- und S--Funktion!). Die einzeitig irredu- » 


ziblen Graphen machen gerade die Gesamtheit der beschriebenen Graphen g 
aus, tiber die in Gl. (6.3) summiert wird. 

Wir summieren nun Gl. (6.3) ilber sàmtliche einzeitig irreduziblen, mehr- 
zeitigen Zwei-Nukleonengraphen G vom Grad n (G heift vom Grad n, wenn 
G in n mehrzeitig irreduzible Bestandteile zerfallt, der Graph in Fig. 15 4 
hat den Grad 3). Das Resultat dieser Summation lautet: 


(6.4) 8, = 8, +See, 


wenn S, die Summe aller einzeitig irreduziblen, mehrzeitigen Zwei-Nukleonen- 
graphen vom Grad” und Ss. die Summe aller einzeitig irreduziblen, einzei- 
tigen Zwei-Nukleonengraphen vom Gradn bedeutet. Bei Vernachlassigung 
des Restgliedes S, fiir n > co folgt 


oder 


(6.5) | (| aea|) = Lee.) (|2,2,]) 
A 


wenn rechts iiber alle einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen y summiert wird, die 


einzeitig irreduzibel sind. 
Da die Terme L, nur von der einzeitigen Wellenfunktion abhangen, gibt 


Gl. (6.5) die Transformation von der einzeitigen auf die mehrzeitige Wellen- 
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funktion. Durch Gleichsetzen der Zeiten t, und #, erhalt man so die gewiinschte 
Integralgleichung fiir die einzeitige Wellenfunktion alleine: 


(6.6) pil eke) x Lyle) (| Xda Dept = 
7 


In dieser Gleichung kònnen jeweils alle Graphen zusammengefaBt werden, 
die sich nur in der Anordnung der Eckpunktzeiten unterscheiden. Als Beispiel 
sind die Graphen Fig. 12 a und 6 angefiihrt. Im ersten Fall kommen alle Zeit- 
“ anordnungen auf der rechten Seite von Gl. (6.6) vor, bei denen #< ix Diese 
Terme kònnen also in 


+0 +0 +0 ts 
J ax, fan, {ag | arte, Leptin) 


zusammengefaBt werden, wenn J den nach Integration tiber die Ortskoordi- 
naten verbliebenen Integranden bezeichnet. Im zweiten Beispiel (Fig. 12 D) 
sind auf der rechten Seite von Gl. (6.6) alle Zeitanordnungen vertreten, bei 
denen t<t,, t;<tj, t;<t; oder #< t;, t,<t,, t,<t ist, also kònnen sich die 
zugehorigen Terme in die beiden 


Ù 


+o. + +0 t, + 0 +a fe ti 
| at, | ar, f ax, | avre. TESTS I AO | ag, | ae dt! Jae re, at ot) 
Sergio Selo PES ae 


zusammenfassen lassen. 

Um weiter von der 16-komponentigen Wellenfunktion g zum (im Impuls- 
raum 4-komponentigen) positiven Frequenzanteil g++ iiberzugehen (°°), ver: 
fahrt man ganz abniich wie bei der Ableitung von Gl. (6.6) aus. der mehr- 
zeitigen Bethe-Salpetergleichung. Analog zu Gl. (6.4) gilt die Beziehung 


(6.7) PESA 


worin 7°, die Summe aller einzeitig +-irreduziblen, einzeitigen Zwei-Nukleonen- 
graphen vom Gradn bedeutet. Der Grad ist hier etwas anders definiert: 
G heiBt vom Grad n, wenn G in n einzeitig irreduzible Bestandteile zerfallt. 


(9°) p#*(|&,2,|) ist definiert durch: 


pi * (|%1%2|) = -f SH, — a,)St(x, — a, yiyio(|x{x,|) - 
t 
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Die Indizes gy und g** besagen, welche Funktion jeweils in die Graphen ein- 
zusetzen ist. Aus Gl. (6.7) folgt fiir g+* alleine die Integralgleichung 


(6.8) gi * (| RAMA |) pee > TES (0,0 img , 
yt 


in der iber alle einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen y+ summiert wird, die 
+ -irreduzibel sind. 

Gl. (6.6) und (6.8) unterscheiden sich — trotz &uBerlicher Ahnlichkeiten — 
wesentlich von der Tamm-Dancoffgleichung (3.13): Wahrend die Eckpunkte 
der Graphen der Tamm-Dancoffgleichung stets zeitlich friiher als die End- 
punkte liegen, die Zeitintegrationen also héchstens bis zur Endpunktzeit 4 
erstreckt werden, kommen in den Gl. (6.6) und (6.8) durchaus Zeitintegra- 
tionen vor, die tiber t hinaus bis +-co weisen. Ein weiterer wesentlicher Unter- 
schied ist, dab die einzeitige Bethe-Salpetergleichung — im Gegensatz zur 
Tamm-Dancoffgleichung — keine geschlossenen Komponenten (disconnected 
closed loops) enthalt. 


7. - Vergleich beider Methoden. 


Um die wesentlichen Unterschiede der Verfahren von Tamm-Dancoff und 
Bethe-Salpeter zu erkennen, geniigt es die | 2 |-Wahrscheinlichkeitsamplitude 
und |2|-Wellenfunktion herauszugreifen und die Diskussion auf die Bethe- 
Salpetergleichung 


td 


(7.1) g(|210.}) = X LE(| 2,0: 
r 


) 
und die ihr methodisch entsprechende Tamm-Dancoffgleichung 
(7.2) giare) = ¥ LE (| ere |) nant 


zu beschranken. 
Besonders auffallend ist der Unterschied zwischen einzeitiger und mehr- 


zeitiger Formulierung: Wahrend Gl. (7.2) nur einen Zeitparameter t enthalt, 
tritt die Wellenfunktion ¢(|«,x,|) in der Bethe-Salpetergleichung zu verschie- 
denen Zeiten auf, sodaB jedes Nukleon mit einem eigenen Zeitparameter be- 
haftet erscheint. Die einzeitige Formulierung ist jedoch keine Besonderheit 
der Tamm-Dancoffmethode, da es ja auch einzeitige Formen der Bethe-Salpeter- 
gleichung gibt, in welche nur die zur Zeit t = 0 genommene Wellenfunktion 


eingeht (Abschnitt 6). 


PNM ed en 


sy 
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Zum Vergleich der Methoden braucht man also nur die Definitionsglei- 
chungen von Wahrscheinlichkeitsamplitude und Wellenfunktion fiir die Zeit 
t=0 hinzuschreiben: 


(7.3) Hino | 222 |) = (os ptr) p(@2)®)s.=1,=0 3 
(73°) (| 12 |)1,=,=0 Fai (9, p(s) p(#2)B) 0 5 


Diese Darstellung zeigt den entscheidenden Unterschied zwischen der Tamm- 
Dancoffmethode und der Methode von Bethe und Salpeter: Die Wahrschein- 
lichkeitsamplituden sind auf das Vakuum der weckselwirkungsfreien Energie 
bezogen, die Wellenfunktionen hingegen auf das Vakuum der Gesamtenergie. 
Aus den Gleichungen (7.3) und (7.3’) folgen sofort Beziehungen, die von 
der einen Methode in die andere transformieren: i 


(74) 0 (95; (21) = (2, TO, — COULD) ato 
(7.4) (Q, y(%1)p(@2)P)1 1-0 mi (2), U'(— co, 0) yy (a1) po (02) D) Ac 


| Die rechte Seite von Gl. (7.4') kann als Entwicklung nach Potenzen der Kopp- 


lungskonstanten geschrieben werde, die auBer S-, A-Funktionen nur zeit- 
unabhangige Wahrscheinlichkeitsamplituden (beliebig hoher Koordinaternzahl) 
enthalt, die auf die 12|-Wahrscheinlichkeitsamplitude zuritekgefihrt werden 
kònnen (° !). GL. (7.3') gibt also eine Vorschrift, die Wellenfunktion (| «2, |) ere. 
aus der Wahrscheinlichkeitsamplitude %,-0 (||) auszurechnen (°?).. 
Umgekehrt gibt Gl. (7.4) eine Entwicklung nach Potenzen der Kopplungs- 
konstanten, die auBer S- und A-Funktionen nur Ubergangselemente der Form. 


(D20 (Ge): 0(2n)D);-o 


enthalt (0(x;) sind Feldoperatoren y, ~ oder A, genommen zur Zeit t; = 0). 
Diese Ubergangselemente lassen sich sehr einfach durch die (zur Zeit t = 0 
genommenen) Wellenfunktionen des Zustands © ausdriicken (9), die ihrer- 


(61) Die zu einer Lòsung 7%;(|x,7,]) der Gl. (7.2) gehòrenden Wahrscheinlichkeits- 
amplituden hoherer Koordinatenzahl konnen durch Entwicklung nach Potenzen der 
Kopplungskonstanten (analog zu Gl. (4.15)) auf y,(|x,3|) zuriickgefiihrt werden. 

(92) Mit (|2,%|),=1,<9 14Bt sich nach Gl. (6.5) @(|x,x,|) auch zu verschiedenen 
Zeiten berechnen. 

(63) Dazu ist nur die t-Funktion der rechten Seite von 

(2, 0(2,) ... O(a) ®) p29 = lim (Q, T 0(x,)... (en) D)t 


na 
t 


70 


durch Wellenfunktionen auszudriteken und der Grenziibergang zu gleichen Zeiter 
vorzunehmen. 


- si 
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seits mit den Gl. (4.15) auf die |2|-Wellenfunktion p( | aH 


) zuriickgefiihrt 


werden konnen. Damit ist es im Prinzip méglich, yo |x,x,|) aus der Wellen- 


funktion g(|2,4:|) zu berechnen. 

Die Gl. (7.4) und (7.4’) liefern also den Zusammenhang zwischen der zur 
Zeit t=0 genommenen Lésung der Bethe-Salpetergleichung und den zeit- 
unabhangigen Wahrscheinlichkeitsamplituden. Die Entwicklungen sind jedoch 
so kompliziert, da8 wenig Hoffnung besteht, aus den Gl. (7.4) und (7.4’) prakti- 
schen Nutzen zu ziehen. 


Wie schon mehrfach hervorgehoben (64), ist die Moglichkeit invarianter 


Renormierung ein Vorzug der Bethe-Salpetergleichung. Die Renormierung 
der Tamm-Dancoffmethode bereitet dagegen einige Schwierigkeiten (95). Einen 
Hinweis auf die Natur dieser Schwierigkeiten erhàlt man, wenn man — bei 
Beschrankung auf Streuprobleme—die Funktionen y;(|x,%,|) und p(| a, |) nach 
den Wellenfunktionen der freien einlaufenden Teilchen entwickelt: 


(7.5) (92, Ty(a.)y(a2)®) = (Q,, TLU'( +00, — 00) yy (a) 94 (a2) }®'(—co)) (9) 


I 


(7.5) (Qi vr) DM) = (2), yy (as)y; (a2) U' (0, — 00) B'(— c0)) (68) 


Die Entwicklung (7.5) von @ besitzt eine so enge Verwandtschaft mit der 
Dyson’schen S-Matrixformel, daB die Ubertragung der Dyson’schen Renormie- 
rungsvorschriften auf diese Entwicklung keine Mihe macht. Bei der Renor- 
mierung der Entwicklung (7.5’) sind aber prinzipielle Schwierigkeiten zu er- 
warten: Sie hangt wesentlich an der Renormierung von U(0, — co), und es 
ist bisher noch nicht gelungen, diesen Operator in jeder N&herung divergenz- 
frei zu formulieren (9”). 

Wahrend sich also die Beziehung auf das wechselwirkungsfreie Vakuum 
zur Behandlung von Renormierungsfragen nachteilig auswirkt, verdankt man 
ihr andererseits die Méglichkeit, Orthogonalitàts- und Normierungsbedingungen 
von Zustandsvektoren sehr einfach auf die zugehérigen Wahrscheinlichkeits- 
amplituden zu iibertragen: Die zeitunabhangigen Wahrscheinlichkeitsampli- 
tuden eines Zustands © lassen sich ja durch eine Fouriertransformation in die 
Entwicklungskoeffizienten a; (Gl. (3.1)) von ® nach dem Orthonormalsystem 
‘DI iiberfiihren. 


(64) M. GeLL-MANN und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951). 

(65) H. LEHMANN: Zeits. f. Naturfor., im Erscheinen. 

(66) Diese Entwicklungen erhalt man auch, wenn die inhomogenen Formen der 
Gl. (7.1) und (7.2) iteriert werden. 

(6?) E. C. G. STUECKELBERG: Phys. Rev., 81, 130 (1951). 
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Der Unterschied zwischen dem Vakuum der wechselwirkungsfreien Energie 
und dem Vakuum der Gesamtenergie entfallt natùrlich, sobald Paarbildungs- 
prozesse vernachàssigt werden. Macht man z.B. fir H,(t) statt Gl. (II) den 
Ansatz 


(7.6) By De if OO 


t 


in dem alle Paarbildungs- und Paarvernichtungsprozesse unterschlagen sind, 
so folgt 


und die zu gleichen Zeiten genommene Funktion g wird identisch mit der 
| 2 |-Wahrscheinlichkeitsam plitude: 


P(| 21x02 |}: = 4 (| XxX) : 


Dementsprechend filhrt bei Vernachlassigung der Paarprozesse die in Ab- 
schnitt 6 angegebene Umwandlung der mehrzeitigen Bethe-Salpetergleichung 
in eine einzeitige Form genau zur Tamm-Dancoffgleichung. 

Bei voller Beriicksichtigung der Paarprozesse geht jedoch, wie wir in Ab- 
schnitt 6 gesehen haben, die Aquivalenz von Tamm-Dancoff- und einzeitiger 
Bethe-Salpetergleichung verloren. Wahrscheinlichkeitsamplitude und Wellen- 
funktion weichen dann wesentlich voneinander ab, da die Paarbildungs- 
prozesse den Vektor ’(t) zeitlich 4ndern, und somit einen Unterschied zwischen 
dem Vakuum £ der Gesamtenergie und dem Vakuum Q, der wechselwirkungs- 
freien Energie schaffen. Die erheblichen Schwierigkeiten, die sich dann an die 
Beziehung 


O = Tiss cal! 


der beiden Vakua kniipfen, greifen auch auf die Wahrscheinlichkeitsamplituden 
uber, als Folge ihrer Definition, die gemischt Gré8en des Wechselwirkungs- 
problems und GròBen des wechselwirkungsfreien Problems verwendet. Die 
Wellenfunktionen hingegen, die schon suBerlich dem Wechselwirkungsproblem 
angepaBter sind, schlieRen sich eng an den Dyson’schen S-Matrixkalkiil an, der 
wenigstens in jeder Naherung konvergente Resultate liefert. 
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ANHANG UBER GRAPHENTECHNIK 


1. — Allgemeines. 


Angesichts der verwirrenden Fiille von Integralgleichungen und Integral- 
gleichungssystemen in der Feldphysik, deren analytische Struktur durch Graphen 
verschiedenster Art veranschaulicht werden kann, scheint es wunschenswert, 
die Definitionen und Regeln der Graphentechnik auf eine einheitliche Grund- 
lage zu stellen. 

Die Graphen der Quantenfeldphysik dienen zur anschaulichen Interpre- 
tation komplizierter Integralausdriicke, sowie zur schnellen Aufzahlung aller 
Terme (bis zu einer bestimmten Naherungsordnung), die fiir eine spezielle 
physikalische Problemstellung in Betracht kommen. Es ist zweckmabig, noch 
einen Schritt weiter zu gehen und die Graphen selbst als ibersichtliche und 
abkurzende Schreibweise analytischer Bildungen aufzufassen. In diesem Sinne 
sind die Graphen die ihnen entsprechenden Integralausdriicke je selbst und 
kònnen statt der Integrale in deren gegenseitige Beziehungen eingesetzt werden. 
Mit den so erhaltenen « Graphengleichungen » 148t sich leicht umgehen, da 
sich manche mit viel Schreibarbeit verbundene analytische Umformung in 
graphischer Form sehr einfach gibt. Ganze Beweise (z.B. die Transformation 
der mehrzeitigen Bethe-Salpetergleichung in eine einzeitige Form) lassen sich 
so rein graphenmafig fihren. 

Die Absicht ist, eine Graphentechnik zu entwickeln, die es erméglicht, 
in der beschriebenen Weise die zahlreichen Beziehungen von Wahrscheinlich- 
keitsamplituden oder Wellenfunktionen gleichermaBfen darzustellen. Dazu 
wird folgender Weg eingeschlagen: Wir kennzeichnen zunachst eine allgemeine 
Klasse von Graphen und geben die Regeln, nach denen die zugehòrigen analy- 
tischen Ausdriicke zu bilden sind. Fin gemeinsamer Zug dieser Graphen, deren 
Gesamtheit fiir unsere Zwecke gerade ausreicht, wird darin liegen, daB inneren 
Nukleonenlinien bzw. Mesonenlinien stets S,- bzw. 4,-Funktionen entsprechen. 
AnschlieBend werden aus dieser allgemeinen Klasse spezielle Graphentypen 
ausgesondert, so wie es die graphische Formulierung der verschiedenen in der 
Arbeit besprochenen Beziehungen erfordert. Es stellt sich heraus, da die 
wesentlichen Unterschiede zwischen Graphen der Tamm-Dancoffmethode und 
Graphen der einzeitigen Bethe-Salpetergleichung davon herrtihren, wie tber 
die Zeiten der Eckpunkte usw. integriert wird. : 

Entsprechend den beiden Zerlegunger Gl. (2.2a) und (2.2b) der Gesamt- 
energie kann die Graphentechnik auf zwei verschiedenen Weisen angewandt 
werden, je nachdem, ob die Massenkonstanten my, x) in experimentelle Anteile 
und Renormierungszusàtze aufgetrennt werden oder nicht. Im ersten Fall 
entsprechen inneren Linien S,-, 4;-Funktionen zu den experimentellen Massen, 
im zweiten Fall S,-, 4,-Funktionen zu den Massen mo, x). Wir beschranken 
uns im folgenden auf den zweiten Fall. Die Modifikationen, welche die Auf- 
trennung der Massenkonstanten mit sich bringt, sind jeweils in Anmerkungen 


angegeben. 


aisi 
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2. — Definition der Graphen. 


Wir definieren eine allgemeine Klasse von Graphen, die sich von den 
S-Matrixgraphen in folgende Eigenschaften unterscheiden: 


1. AuBer Eckpunkten x; (in denen jeweils drei Linien zusammenstoBen, nàm- 
lich eine Mesonen-, eine auf x; und eine von x; wegweisende Nukleonenlinie) (88) 
besitzen die Graphen auch End- und (gegebenenfalls) Unterteilungspunkte: In 
den Endpunkten x,, y; baw. 2; endigt je eine Mesonen- oder auf y,; bzw. von 2; 
gerichtete Nukleonenlinie blind; in den Unterteilungspunkten q; treffen entweder 
zwei Mesonen- oder eine auf g; und eine von q,; gerichtete Nukleonenlinie zu- 
sammen. Jeder Unterteilungspunkt einer Mesonenlinie muf oberhalb oder 
unterhalb durch einen beigesetzten Punkt markiert sein. Ein Endpunkt einer 
Mesonenlinie kann durch einen unterhalb. gesetzten Punkt markiert sein 
(siehe Fig. 13). Wie iblich unterscheiden wir innere Linien (mit zwei Rand- 
punkten) und auBere Linien (mit einem Randpunkt). Die Randpunkte auBerer 


Linien heifen auBere Punkte, ihre Koordinaten 4ufere Koordinaten. = 


2. Es kommt auf die Anordnung der Endpunkte durch ihren Index an. 


3. Den Graphen kònnen bestimmte GréBenbeziehungen (im folgenden 
« Zeitbedingungen » genannt) fur die Zeiten der Eck-, End- und Unterteilungs- 
punkte beigegeben sein (nach diesen Bedingungen werden sich die Zeitinte- 
grationen in den zugeordneten analytischen Ausdriicken richten). Als Bei- 
Spiele solcher Zeitbedingungen fùhren wir an: 


a) Keine GròBenbeziehung ist beigegeben. 


b) Hine vollstandige Anordnung aller vorkommenden Zeiten wird ange- 
geben: t, <<< 


Es kònnen auch verschiedene Zeiten gleichgesetzt sein. Wir sprechen dann 
von «Schnitten konstanter Zeit »: Ein Schnitt konstanter Zeit faBt jeweils 
alle Punkte gemeinsamer Zeit zusammen (Fig. 12, 15), u.a.). 

Bei einem Graphen mit vollstàndiger Anordnung der Zeiten sind die Zeit- 
bedingungen der Zeichnung zu entnehmen (Beispiel Fig. 13 u.a.): Punkte auf 
gleicher Hòhe haben gleiche Zeitkoordinaten, die Anordnung der Zeiten wird 
durch die Vertikale der Zeichnung wiedergegeben (die Richtung von unten 
nach oben entspricht gréBer werdenden Zeiten). Sind die Zeiten nicht voll- 
standig angeordnet (Fig. 12 a und b), so werden die Zeitbedingungen der Figur 
beigeschrieben. Ist dem Graphen iberhaupt keine Zeitbedingung beigegeben, 
so wird dies durch den Zusatz (0.Z.) (ohne Zeitbedingung) vermerkt. Die zeich- 
nerische Anordnung der Punkte des Graphen ist dann natiirlich ganz gleich- 
gultig (Fig. 6 bis 11, 16 a, b und c, 18, 19). 

Zwei Graphen heifen isomorph, wenn es eine ein-eindeutige Abbildung der 
Punkte des einen Graphen auf die Punkte des anderen Graphen gibt, sodaB: 


(*8) Bei Auftrennung der Massenkonstanten enthalten die Graphen auBerdem noch 
|1|1-Eckpunkte, in denen eine ein- und eine auslaufende Nukleonenlinie zusammen- 
stossen, sowie 2|-Eckpunkte, in denen zwei Mesonenlinien zusammenstoBen. 
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a) die Koordinaten entsprechender Endpunkte ubereinstimmen ; 
b) die Zeitbedingungen invariant bleiben; 


c) die Verbinduugsart zweier benachbarter Punkte (Mesonen- oder Nu- 
kleonenlinie bestimmter Markierung oder Richtung) erhalten bleibt. 


Wenn jeder Punkt eines Graphen G mit mindestens einem der Endpunkte 
von G zusammenhangt, besitzt @ auBer der identischen Abbildung keinen 
weiteren Avtomorphismus. 

Die folgenden Regeln 1) bis 8) ordnen jedem Graphen G, der von den 
S-Matrixgraphen in den genannten drei Punkten abweicht, — bei Vorgabe 
einer Wahrscheinlichkeitsamplitude bzw. Wellenfunktion g der AuBeren Ko- 
ordinaten — eine Funktion Lg (@,,...|Y1:-.-121,..-) der Endpunktkoordinaten zu. 
Zunachst wird nach den Regeln 1) bis 7) ein Integrand J aus seinen Faktoren 
zusammengesetzt, der anschlieBend nach Regel 8) ilber die Koordinaten von 
Eck- und Unterteilungspunkten zu integrieren ist. 


1. Hiner inneren von x’ nach « weisenden Nukleonenlinie entspricht 
der Faktor S,(x— x') von I (9°). 


2. Einer inneren Mesonenlinie mit den Randpunkten x und x’ entspricht 


iu I der Faktor A,(a—)), A4r(e— 2’), Ar(e — a’) oder A4x(r— a’), je nachdem, | 


ob die Linie keine Markierungen hat, oder bei x, bei x’ oder an beiden Rand- 
punkten markiert ist (°°). 


3. Der Gesamtheit der 4uBeren Linien entspricht als Faktor die vorgegebene 
Wahrscheinlichkeitsamplitude oder Wellenfunktion g(w,,..., Ux;--|013--|%0,3+), 
wenn die àuBeren Mesonen, Nukleonen- und Antinukleonenlinien in den Punkten 
“;, v; und w, einlaufen und die Punkte «, fir è > k unterhalb markiert sind (7°). 


4. Einem Eckpunkt «; entspricht der Faktor — gy, (7) 


5. Dem Unterteilungspunkt q; einer Nukleonenlinie entspricht der Fa- 
ktor ya. 


6. Dem Unterteilungspunkt einer Mesonenlinie entsprickt der Faktor 
— i bzw. +i, je nachdem ob die Unterteilungsstelle oberhalb oder unterhalb 


markiert ist. 


7. Man ersetze in dem nach den Regeln 1) bis 6) gebildetem Ausdruck 
jeden Faktor Sz(x —x') durch das Operatorenprodukt y(x)p(2') und 
Q(Uq,-+ | V1) .0-|Wrys-) durch. y(v) ... P(W1).... (Die ubrigen Faktoren werden 
weggelassen). Je nachdem, ob eine Permutation dieses Operatorenproduktes, 


(69) Zu den Massen m, x bzw. mo; %o> je nachdem, ob die Massenkonstanten auf- 


getrennt werden oder nicht. 
() Die Reihenfolge der Nukleonen- und Antinukleonenkoordinaten in g kann 


untereinander beliebig gewAhlt werden, die Regel 7 sorgt automatisch fir das richtige 


Vorzeichen. i ; 
(7) Bei Aufspaltung der Massenkonstanten entspricht einem |1|1-Eckpunkt der 


Faktor idm, einem 2|-Eckpunkt der Faktor idx’. 


6 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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welche die Faktoren in die Reiherfolge 


W(Yr) + VY) « Pler) + Wa) + PH) p(y) 
wei) p(@) -- PAD)» Pad) Pld) 


anordnet, gerade oder ungerade ist, hat I noch einen Faktor +1 oder — 1 (7). 


8) Der nach den Regeln 1) bis 7) erhaltene Integrand J wird integriert 
liber samtliche Eck- und Unterteilungspunkte, jedoch nicht tiber die End- 
punkte. Die Integration erstreckt sich bei ben Raumkoordinater jeweils uber 
den ganzen Raum. Bei Ausfiihrung der Zeitintegrationen muS auf die Zeit- 
bedingungen geachtet werden: Es ist ilber samtliche Zeiten zu integrieren, 
welche die Zeitbedingungen erfiillen. Zwei Beispiele seien angefuhrt: 


a) Der Graph hat vier Eckpunkce «|, ”, 3, %,, zwei Endpunkte 
@, %,, eine GròBenbeziehung der Zeiten ist nicht angegeben. Die Integrations- 


vorschrift lautet: 


+0 +0 +o +0 
fa ar! i ai! fa ‘| at! | dal | da | ae | dalia) 


b) Der Graph hat vier Eckpunkte «|, 4, 4, 2,, zwei Endpunkte 
%,, x, und einen Unterteilungspunkt wv’. Als Zeitbedingungen sind angegeben: 
V=t,<t,<i<t,<t,=t,=t. Die Integrationsvortschrift lautet: 


t Se Aa ees 


| al | ar i al | al | ax, | dai | da | dx Terenas phe 
J z 4 


(co) 


Den nach diesen acht Vorschriften definierten Ausdruck JL? identifizieren 
wir auch mit dem Graphen G selbst: ì 


CAICOS Gane al eee) 


Die Variabeln x;, y;, 2, Stehen dann an den Endpunkten, das Symbol q fiir 
Wahrscheinlichkeitsamplitude oder Wellenfunktion an den auBeren Linien des 
Graphen. Der so bezeichnete Graph ist damit eindeutig als analytischer Aus- 
druck definiert (Beispiele: die Graphengleichungen Fig. 1, 14, usw.). 

Es gilt die einfache «Schnittregel» daB in einem Graphen die Schnitte 
konstanter Zeit, die keine @uBeren Linien unterteilen, weggelassen werden 
durfen, sofern ilber all méglichen Markierungen der betroffenen Mesonen- 
unterteilunggstellen summiert wird (Beispiel Fig. 14, dagegen darf der in 
Fig. 15) eingetiagene Schnitt konstanter Zeit nicht weggelassen werden, da 
er eine sufere Nukleonenlinie unterteilt). 


(*?) Hat der Graph g Automorphismen, so tritt noch der Faktor 1/9 hinzu. 


Voti 
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Ein Graph heiBt einzeitig, wenn simtliche auBeren Punkte auf einem 
Schnitt konstanter Zeit liegen (Beispiel Fig. 15 5) andernfalls heiBt der Graph 
mehrzeitig (Fig. 15 a). Einzeitige Graphen hangen ‘von einzeitigen Funktionen 
(Wahrscheinlichkeitsamplitude oder einzeitige Wellenfunktion) mehrzeitige von 
mehrzeitigen Fanktionen (mehrzeitige Wellenfunktion) ab. 


3. — Mehrzeitige Bethe-Salpetergleichung. 


Zur Formulierung der Bethe-Salpetergleichung (4.1) gehen wir zu speziellen 
Graphentypen ber. Wir definieren zuerst die mehrzeitigen Zwei-Nukleonen- 
graphen. Diese sollen neben inneren Linien 


1. zwei — untereinander zusammenhingende — in den Punkten x, und 
%, blind endende Nukleonenlinien, 


2. zwei einlaufende 4uBere Nukleonenlinien enthalten, von denen aus 
keine Selbstenergieteile abspaltbar sind (siehe Fig. 16). 


Zeitbedingungen kònnen je nach Bedarf hinzugefiigt werden (siehe den Ab- 
schnitt ilber einzeitige Integralgleichungen). 

Ein mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph heiBt mehrzeitig reduzibel, wenn 
sich zwei seiner inneren Nukleonenlinien so zerschreiden lassen, daB zwei 
nicht zusammenhàangende Teile entstehen, die beide wieder mehrzeitige Zwei- 
Nukleonengraphen sind (Fig. 17). Andernfalls heift der Graph mekrzeitig irre- 
duzibel. Jeder Graph mit den Higenschaften 1 und 2 ist entweder selbst mehr- 
zeitig irreduzibel oder 148t sich eindeutig in mehrzeitig irreduzible Bestand- 
teile zerlegen. 

In der Bethe-Salpetergleichung wird nun iber sàmtliche mehrzeitigen Zwei- 
Nukleonengraphen (ohne Zeitbedingung) summiert, die mehrzeitig irreduzibel 
sind und keine geschlossene Komponenten besitzen (7%). 

Ganz entsprechend ist die Bethe-Salpetergleichung eines einzelnen Nukleons 
graphisch zu formulieren (vgl. S. 86). 


4. — Integralgleichungssysteme. 


Fiir die graphische Formulierung der Integralgleichungen (A a) der Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden y, eines Zustands @ sind drei Beispiele angefiibrt, 
aus denen das allgemeine Bildungsgesetz schon zu ersehen ist: Fig. 1 gibt die 
graphische Fassung von Gl. (3.11), Fig. 2 enthalt aus dem System (A a) die 
Integralgleichung der 1|2|-, Fig. 3 die Integralgleichung der 1|3|1-Wahrschein- 
lichkeitsamplitude. 


(73) Die Gesamtheit aller Linien und Punkte, die mit einem bestimmten heraus- 
gegriffenen Punkt x eines Graphen 1’ zusammenhingen heiBt Komponente von I. 
Ein Graph ist entweder selbst eine Komponente oder kann eindeutig in seine Kom- 
ponenten zerlegt werden. Komponenten ohne Endpunkte und sufere Linien heissen 
geschlossen (Fig. 18 zeigt einen Graphen mit zwei geschlossenen Komponenten). 
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Die mehrzeitigen Integralgleichungen (B) der Wellenfunktionen eines Zu- 
stands @ lassen sich gleichfalls sehr ibersichtlich als Graphengleichungen 
schreiben. Fig. 6 zeigt die Integralgleichung (4.12), die Fig. 7 bis 10 geben 
die zu den Differentialgleichungen (4.8) bis (4.11) gehérenden Integralglei- 
chungen. 

Es folgen noch einige Begriffsbildungen, die auf Seite 67 zur Ableitung der 
Bethe-Salpetergleichung aus dem System (B) benutzt wurden. Das Zeichen 


m |n|n—2 
S , wie es in den Gl. (4.15) und (4.19) vorkommt, besagt, daB iber alle 


sid 
mehrzeitigen m|n|(n— 2)-Graphen (unter Ausschlu8 der Graphen mit ge- 
schlossenen Komponenten) zu summieren ist, die mehrzeitig irreduzibel sind. 
Ein mehrzeitiger m|n|(n — 2)-Graph soll auBer inneren Linien enthalten: 


1. Endpunkte 91, --- Um; Li; Ca} S19 =) Sn-2 VOD, Mesonenlinien,-ein- 
laufenden und auslaufenden Nukleonenlinien. 


2. Zwei einlaufende 4uBere Nukleonenlinien, die untereinander zusam- 
menhangen. Von diesen aus sollen sich keine Selbstenergieteile abspalten lassen. 


Ein mehrzeitiger m|n|(n— 2)-Graph hei®t mehrzeitig irreduzibel (Beispiel 
Fig. 19), wenn es nicht méglich ist, zwei seiner inneren Nukleonenlinien so zu 
zerschneiden, daf er in zwei nicht zusammenhangende Teile zerfallt, von denen 
der eine wieder ein mehrzeitiger m|n|(m— 2)-Graph und der andere ein mehr- 
zeitiger |2|-Graph (Zwei-Nukleonengraph) ist. 

Ganz entsprechend werden die in Gl. (4.17) vorkommenden mebrzeitig 
irreduziblen m|n|(n—1)-(Graphen erklàrt. Sie enthalten: 


TERNA punk te Ty, 50 Uni lis vos! Uri 


2. Hine einlaufende 4uBere Nukleonenlinie, deren Randpunkt ein innerer 
Punkt (also keiner der Endpunkte ;) ist. 


Die mehrzeitigen m|n|(n — 2)*-Graphen unterscheiden sich von den mehr- 
zeitigen m|n|(n— 2)-Graphen lediglich darin, daB die beiden AuBeren Nu- 
kleonenlinien nicht untereinander zusammenhangen und keinen der Endpunkte 
a“, als Randpunkt besitzen. Ein mehrzeitiger m|n|(n— 2)*-Graph heiBt irre- 
duzibel, wenn es nicht méglich ist, eine seiner inneren Nukleonenlinien so zu 
zerschneiden, daf er in zwei nicht zusammenhangende Teile zerfallt, von denen 
der obere wieder ein m|n|(n— 2)*-Graph, der untere ein |1|-Graph ist. 


5. — Einzeitige Integralgleichungen. 


Es handelt sich im folgenden um die pràzise Fassung der in dieser Arbeit 
besprochenen Integralgleichungen (6.6), (6.8), (3.13) und (3.12), sowie der 
Transformationsgleichung (6.5). Als erstes definieren wir die einzeitigen Zwei- 
Nukleonengraphen die sich von den mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen nur 
um einen Schnitt konstanter Zeit unterscheiden: G sei ein mehrzeitiger Zwei- 
Nukleonengraph mit vollstàndiger zeitlicher Eckpunktordnung, 2 sei der 
friihere, x, der spàtere der beiden AuBeren Punkte. Wir konstruieren zu G 
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einen einzeitigen Graphen G’, indem wir durch x, und die auf 4) weisende 
auBere Nukleonenlinie einen Schnitt konstanter Zeit legen (Beispiel: Fig. 15 a 
und 5). Jeder Graph G@’, der sich so aus einem mehrzeitigen Zwei-Nukleonen- 
graphen konstruieren laBt, heiBt einzeitiger Zwei-Nukleonengraph. 

Aus dieser Definition folgt, daB in einem einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen 
die eine der beiden auSeren Nukleonenlinien auf einen Eekpunkt, die andere 
auf einen Unterteilungspunkt weist. Die vom Unterteilungspunkt zum nichsten 

Eckpunkt weisende Nukleonenlinie ist nach oben gerichtet. Es lat sich von 
ihr aus kein Selbstenergieteil abspalten. 
Hin einzeitiger Zwei-Nukleonengraph heiBt mehrzeitig irreduzibel, wenn 
der zugehòrige mehrzeitige Graph diese Eigenschaft hat. 
Auf diese einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen bezieht sich die Figenschaft 
einzeitig irreduzibel: Ein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph heiBt einzeitig ivre- 
- duzibel, wenn er sich nicht durch einen Schnitt konstanter Zeit, bestehend aus 
einem Eckpunkt x’ der einen Nukleonenlinie und einem Unterteilungspunkt q’ 
der anderen Nukleonenlinie, so in zwei nicht zusammenhangende Teile zerlegen 
làBt, daB-beide Teile wieder einzeitige Zwei-Nukleonengraphen sind (775). 
Hin +-Zwei-Nukleonengraph ist ein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph, in 
dem die Zeiten der den Endpunkt x,, x, benachbarten Eckpunkte 2, 2, friiher 
als die gemeinsame Zeit t der beiden Endpunkte liegen: 


tebe PE 


(Graphisch ausgedrickt:: Die in den Endpunkte 2,, 7, endenden Nukleonen- 
linien sollen nach oben gerichtet sein). 

Ein — -Zwei-Nukleonengraph ist ein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph, in 
dem samtliche Eckpunktzeiten s friiher als die gemeinsame Zeit t der beiden 
Eckpunkte x,, x, liegen: 


SEZIAR 


Auf die -+ -Zwei-Nukleonengraphen und die —-Zwei-Nukleonengraphen 
beziehen sich die Eigenschaften +-irreduzibet und —-irreduzibel: Ein +-Zwei- 
Nukleonengraph bzw. ein ~~-Zwei-Nukleonengraph heiBt +-irreduzibel bzw. 
—-irreduzibel, wenn er sich nicht durch einen Schnitt konstanter Zeit, be- 
stehend aus einem Eckpunkt x’ der einen Nukleonenlinie und einem Unter- 
teilungspunkt q’ der anderen Nukleonenlinie, so in zwei nicht zusammenhan- 
gende Teile zerlegen làBt, daB beide Teile wieder +-Zwei-Nukleonengraphen 
bzw. —-Zwei-Nukleonengraphen sind (7). 

Die —-Zwei-Nukleonengraphen, die wir zur Formulierung der Gl. (3.12) 
benétigen, miiBen etwas anders aus den mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen 
konstruiert werden: G sei ein mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph mit voll- 
stàndiger Eckpunktanordnung, jede Zeit s eines 4uBeren oder inneren Punktes 
von @ sei frither als die gemeinsame Zeit t der beiden Endpunkte 2, 2: 


SIS 


~ 
(74) Der obere Teil des Graphen ist nattirlich durch eine auf x’ und eine auf q 


weisende Nukleorienlinie zu vervollstandigen. i 
(7) Zu den verschiedenen einzeitigen Irreduzibilitàtsbegriffen vgl. Fig. 20. 
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Wir konstruieren dann zu G einen —-Zwei-Nukleonengraphen G’, indem 
wir durch den friihesten (A4uReren oder inneren) Eckpunkt einen Schnitt kon- 
stanter Zeit legen. Jeder Graph G’, der sich so aus einem mehrzeitigen Zwei- 
Nukleonengraphen gewinnen laàBt, heiBt —-Zwei-Nukleonengraph. 

Aus der Definition folgt, daB jede Eckpunktzeit s eines _-Zwei-Nukleonen- 
graphen zwischen der Zeit #' des frihesten Eckpunkts und der Zeit t der End- 
punkte liegt: 

(eas abe 


Ein —-Zwei-Nukleonengraph heiBt —-irreduzibel, wenn er sich nicht durch 
einen Schnitt konstanter Zeit, bestehend aus einem Eckpunkt x’ der einen 
Nukleonenlinie und einem Unterteilungspunkt q’ der anderen Nukleonenlinie 
oder aus einem Eckpunkt x’, einem Unterteilungspunkt gj der einen Nukleonen- 
linie und einem Unterteilungspunkt qj, der anderen Nukleonenlinie, so in zwei 
nicht zusammenhingende Teile zerlegen làBt, daB beide Teile wieder —-Zwei- 
Nukleonengraphen sind (74). 

In den Gl. (6.5) und (6.6) wird unter Ausschlu8 von Graphen mit ge- 
schlossenen Komponenten (disconnected closed-loops) tiber samtliche einzeitig 
irreduziblen, einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen y summiert. In Gl. (6.8) 
wird unter AusschluB geschlossener Komponenten wber sàmtliche --irredu- 
ziblen Zwei-Nukleonengraphen y+ summiert. In den Gl. (3.13) und (3.12), 
wird iber s&amtliche —-irreduziblen bzw. —-irreduziblen Zwei-Nukleonen- 
graphen y, y summiert. 

Den Begriff « einzeitig irreduzibel » wenden wir gelegentlich auch auf mehr- 
zeitige Zwei-Nukleonengraphen an: Ein mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph 
heiBt einzeitig irreduzibel, wenn dies fiir den zugehòrigen einzeitigen Zwei- 
Nukleonengraphen zutrifft. 

Entsprechend zu den mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen werden die 
Ein-Nukleonengraphen definiert: Ein Fin-Nukleonengraph soll neben inneren 
Linien 

1. eine im Punkt « blind endende Nukleonenlinie, 
2. eine einlaufende aufere Nukleonenlinie, 


enthalten. Der Unterschied einzeitig — mehrzeitig entfallt hier natiirlich: 
Die Eigenschaften irreduzibel, —-irreduzibel, usw. werden fiir Ein-Nukleo- 
nengraphen ganz analog definiert. 
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Fig. 1. — Graphische Darstellung der Inte- 
gralgleichung (3.11). 
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Fig. 2. — Graphische Darstellung der Inte- 
gralgleichung (System A a) der 1|2|-Wahr- 
scheinlichkeitsamplitude. 
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Fig. 3. — Graphische Darstellung der Inte- 
gralgleichung (System A a) der 1|3|1-Wahr- 
scheinlichkeitsamplitude. Das Symbol y und 
die Summenzeichen X sind der Ubersicht- 


lichkeit halber auf der rechten Seite wegge- 
lassen. 
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Fig. 4. — Integralgleichung, entstanden 
durch Einsetzen von Fig. 2 und 3 in Fig. 1. 


Fig. 5. — Ein Zwei-Nukleonengraph, der 
durch die Schnitte S,, S, konstanter Zeit 
in seine drei —-irreduziblen Bestandteile 
zerlegt ist. Durch einen weiteren Schnitt 
S wird er in seine vier —-irreduziblen 
Bestandteile zerlegt. 


Fig. 6. — Graphische Darstellung der Inte- 
gralgleichung (4.12), simtliche Graphen 0.Z. 
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Fig. 7. — Zu Gl. (4.8) gehorende Integral- 
gleichung des Systems (V) (0.Z.). 
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Fig. 13. — Graphische Darstellung des Ausdrucks: 
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Die Zeitbedingungen sind hier -graphisch dargestellt: Punkte gleicher Zeit liegen auf 

gleicher Hohe. Die GròBenanordnung t, <1, <t,<t,<t der Zeiten wird durch die 

Vertikale der Zeichnung wiedergegeben, die Richtung von unten nach oben entspricht 
eroBer werdenden Zeiten. 
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Fig. 14. — Beispiel einer Graphengleichung. & bedeutet, daB iber die vier moglichen 
Markierungen der beiden Mesonenunterteilungsstellen summiert wird. 


Fig. 15. — Zur Definition der einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen. a) zeigt einen mehr- 
zeitigen Zwei-Nukleonengraphen, 6) den zugehorigen einzeitigen Zwei-Nukleonen- 
graphen. a) und d) sind einzeitig irreduzibel. 
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Fig. 16. — Selbstenergieteile bei Zwei-Nukleonengraphen. Die Graphen a und 6 (0.Z.) 
sind keine Zwei-Nukleonengraphen, da sich von der Nukleonenlinie 2 aus ein Selbst- 
energieteil abspalten l4Bt. In a hingen die beiden Nukleonenlinien auBerdem nicht 
zusammen. Der Graph c (0.Z.) ist dagegen ein mehrzeitig irreduzibler, mehrzeitiger = 
Zwei-Nukleonengraph. d ist kein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph, da er sich nicht 
definitionsgemiS aus einem mehrzeitigen Graphen konstruieren lat. 
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Fig. 18. — Ein Graph mit zwei ge- 
schlossenen Komponenten (0.Z.). 


Xe 22 
Fig. 17. — Ein einzeitig irreduzibler, 
mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph, der 
durch die Schnitte S,, S, und 8, in seine 
vier mehrzeitig irreduziblen Bestandteile Fig. 19. — Beispiel eines mehrzeitig 
zerlegt wird. irreduziblen 1|4|2-Graphen (0.Z.). 


Fig. 20. — Vier einzeitige Zwei-Nukleonengraphen. a zeigt einen —-irreduziblen 
Graphen, der durch den Schnitt S, (konstanter Zeit) in seine beiden —-irreduziblen 
Bestandteile zerfallt. b zeigt einen —-irreduziblen Graphen (namlich den oberen Be- 
standteil von a), der durch den Schnitt S, in seine beiden +-irreduziblen Bestandteile 
zerfillt. c zeigt einen +-irreduziblen Graphen (den unteren Bestandteil von b), der 
durch S; in seine beiden einzeitig irreduziblen Bestandteile zerfàllt. Der untere Teil 
von c ist als Beispiel d eines einzeitig irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen heraus- 
gezeichnet. 
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1. — Introduction. 


1-1. — Since the development of the General Theory of Relativity by 
EINSTEIN in 1916, many attempts have been made to generalise the theory 
to include a description of non-gravitational phenomena. These generalised 
mathematical structures have become to be known as « unified field theories » 
despite the various differences and divergencies of the aims of these genera- 
lisations. Many theories have sought a unification of the two macroscopic 
fields represented by the Maxwell electromagnetic theory and the Einstein 
gravitational theory, whilst others, based on more complex mathematical 
structures, have attempted to include meson fields, Dirac electron fields and 
other essentially quantum theoretic concepts. Without exception, all these 
theories have been based on some geometrical model and have accordingly 
made use of the ideas of the differential geometry; this appears to be the only 
property common to these theories and has arisen from the work of EINSTEIN 


(*) I.C.I. Research Fellow, University of London. 
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and the description of the gravitational field in terms of the geometry of 
RIEMANN. 


1:2. — We notice that the original formulation of the electromagnetic field 
equations by Maxwell was not influenced by geometrical considerations in 
the same way as the Einstein gravitational theory, but was more the result. 
of ingenious inference from experiments involving electric currents and magnetic 
materials. This might appear to indicate a considerable difference in the 
structure of the two theories and to raise doubts as to the possibility of a. 
unification. The position, however, can be stated as follows: since the advent 
of the Special Theory of Relativity, it is generally admitted that the appro- 
priate method of describing the state of the world at one point of space and 
at one instant of time is in terms of a four-dimensional space-time manifold. 
(If we assume that this space-time is Euclidean in the immediate neigh- 
bourhood of each point, then it must be Riemannian (not excluding Euclidean) 
in the large, as in the General Theory). Such a description implies a certain 
group of co-ordinate transformations and the properties of the world, as distinct. 
from those of the co-ordinate system, must then be described by quantities 
which transform under representations of this group. This is true of the ten g;; 
of the Einstein theory and equally true of the six F;; of the Maxwell electro- 
magnetic field; the only difference being that the g.; are given an intuitive 
geometrical interpretation (describing length measurements), whilst no such 
geometrical interpretation is usually available for the Y,;. It seems impos- 
sible to give any precise meaning to this difference, since it depends entirely 
on the limits of our intuition. 


1:3. — The view taken by EINSTEIN since the advent of the General Theory 
of Relativity is based on the belief that there exists a generalisation of this 
theory which will be sufficient for a description of all physical phenomena. 
This philosophy has been widely discussed and criticised, particularly by 
quantum theorists (see, for example, the detailed discussion between BoHR 
and EINSTEIN (1)), who cannot accept the possibility of a deterministic theory 
equally as fruitful as the probabilistic quantum theory. Indeed to many this 
lack of complete determinism inherent in quantum theory is a necessary and 
pleasing concept in the construction of physical theories and will not easily 
be displaced. However, irrespective of the various opinions on these meta- 
physical problems, it is true that up to the present time no. unified theory of 
the type envisaged by EINSTEIN has been able to produce results in the atomic 
and molecular field where quantum theory has had its greatest successes. 


(*) A. Erystern: The Library of Living Philosophers (New York, 1951). 
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It seems probable that this lack of success is due to some mistaken view con- 


matical difficulties. 


1:4. — A common division of physics is into the two following sections: 
a) the world of macroscopic events dealing with the gravitational and 
electromagnetic: properties of matter in bulk, and 
b) the world of microscopie physics dealing with the properties of atomic, 
nuclear and molecular structure. It is commonplace that any experimental 
results are describable entirely in terms of a). The elements of b) are mental 
constructs, introduced only for the «explanation » of some of the result of a). 
‘Thus a more complex language is needed to describe b), since it must be ade- 
quate for a) and also more. 


1°5. — It seems probable that there exists a sharp distinction in the way we 
discuss the macroscopic and microscopic worlds. A unified theory which 
includes the totality of physics must be an extremely complex structure and 
no such theory may exist. In the microscopic region we are more concerned 
with the properties of discrete matter systems rather than with the way in 
which bulk matter moves in presence of certain fields, which is the purpose 
of a macroscopic theory. However, we may well hope to find some close 
connection between the two macroscopic fields which describe the gravitational 
È and electromagnetic properties of matter, and it is the aim of this paper to 
discuss in detail the attempts made to devise a theory which indicates the 
existence of such fields. 


1-6. — We may mention here the work of OSBORNE (?) on the relation of 
quantum theory to general relativity. He concludes that «the curvature 
(in general relativity) is defined only in the large » and that «the conceptions 
of energy, mass and momentum, when these are equated in the form R,, — VY ginR 
to the stress tensor 7,., are only defined for quite large masses and large vo- 
lumes of space». This indicates the reasonableness of looking only for a 
unified field theory in the macroscopic sense. 


2. — The Concept of Order. 


2:1. — It will be clear from what has been said that a fundamental diffi- 
culty is the vagueness of the stand-point from which unified field theories 


(2) M. F. M. Osporne: Phys. Rev., 75, 1579 (1949). 


cerning the purpose of a unified field theory rather than due to any mathe- 
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are to be constructed. In order to conduct an analysis of them, a precise 
method is required. This is provided by the concept of order, formulated by 
BASTIN and KILMISTER (*), hereafter referred to as A. It is desirable to sum- 
marise the ideas of this method here. 


2:2. — Paper A deals only with non-metrical physics, or in other words, 
with those events which may be described prior to the introduction of mea- 
surement. A physical theory consists of propositions which may be thoughts, 
sentences written or spoken, or manipulations with material parts of the phy- 
sical world. The experimental thing has meaning only as part of a theory, 
which possesses different degrees of complexity with experimental procedures. 
corresponding to each. Thus the theory appears as a kind of language and 
the experiments associated with the theory are the same language. It is clear 
that it is not reasonable to use experiments in a complex language to criticise 
a simpler language. We have, then, the idea of a series of theory-languages. 
of increasing complexity, and the simple languages determine the form of 
expression in the more complex. For this reason, non-metrical concepts are 
important in any discussion of metrical field theories. 


2°3. — The process of coming to understand a theory may be likened to 
that of learning a language and it is found convenient to perform experiments. 
when we have not yet fully the theory-language. Thus CLERK MAXWELL (4) 
says «... before I began the study of electricity I resolved to read no mathe- 
matics on the subject until I had first read through Faraday’s « Experimental 
Researches in Electricity ». I was aware that there was supposed to be a 
difference between Faraday’s way of conceiving phenomena and that of the 
mathematicians, so that neither he nor they were satisfied with the other’s lan- 
guage». The statement that a theory is understood implies (among other 
things) that connexions may be made between elements of the theory in a 


proper order. The elements of physics is the study of specially simple types. 


of such order, and the recognition that these orders exist is the empirical 
content of A. The use of word « ordering » does not mean of course, an ordering 
of facts which could be done self-consciously in many different ways. In 
physics this distinction is especially important in the case of time-ordering. 


2:4. — It is shown in A that these ideas lead to the result that the simplest: 


non-trivial theory-language has the structure of the quadratic group S, where 


(3) E. W. Bastin and C. W. KiLmistTER: To be published in Proc. Camb. Phil. 
Soe., April (1954). 


(4) C. MAXWELL: 4 Treatise on Electricity and Magnetism, 3rd Edition; preface 


to Ist Edition (1892). 
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S={1;a,b,c}, and be=ch=a with a?=b2?—=c?=1. The relation of this. 
group structure to the three-dimensionality of space is also shown in A. The 
next less simple theory-language is S-S = S?, and this contains two modes 
of description corresponding the interaction of two Space-time structures related 
in a symmetric manner. 8S? appears as a relativistic extension of S, so that 
when a relativistic theory is used to describe experience, there exist two modes 
of description. The existence of these two modes seems to be closely related. 
to the irreducible dualism of mechanical and electromagnetic quantities. In S? 
both modes are equivalent; in S* (the next less simple theory-language) there 
are again two modes, but these are no longer symmetrically related. It is 
shown in A that there is no consistent and connected language-usage of the 
possibilities allowed by S*. Any structure from higher groups than S* used 
in the language must then be extremely fragmentary. We can therefore expect 
(since these simple theory-languages determine the form of the more complex) 
that we shall have to deal with just two fields of different kinds. It is con- 
venient to anticipate the discussion of the concept «field » by using the word 
here in its intuitive sense. 


2:5. — This conclusion may seem startling, and would appear to exclude 
the possibility of the existence of meson fields. A critic might well argue 
that it is quite conceivable that there exists a third field, derived (for example): 
from a scalar potential and satisfying Vp = 0. (By specifying a field equation 
in this way, it is ensured that ¢ is a field of a different type). He must then 
attempt to demonstrate the existence of this field by experiments, but these 
experiments would be described by a theory-language whose form is deter- 
mined by S? or S84. This leaves only our two possible modes of description. 
The way in which this dualism arises as we ascend in complexity from S to S# 
corresponds to our experimental procedure. At first, all fields would be treated 
as comparable. Then it would appear that whereas, in some, all test-particles 
behaved similarly, in others different test-particles had different characteristic 
behaviour. In the latter case, the characteristics can be completely described 
by one scalar quantity for the test-particle (ratio of charge to mass). The 
concept of order assures that a more complicated state of affairs need not be 


considered. 


2-6. — Reviews of unified field theories have been published recently (YANo 
and OHGANE (5), and TAKASU (°)). The present paper differs from these in 
having the definite standpoint of the concept of order from which to judge 


these theories. 


(5) K. Yano and M. OnGANE: Ann. of Math., 55, 318 (1952). 
(9) T. Takasu: Comp. Math., 10, 95 (1952). 
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3. — Initial Restrictions. 


3-1. — It would be possible to develop this paper synthetically from the ideas 
of the concept of order, but this would be extremely lengthy. Instead we 
shall use these ideas to restrict our freedom in a choice of an axiom system. 
Field theory is characterised by certain modes of analysis more complex than 
the concept of order. The principal two such modes are the concept of an 
observer formulating laws about a world in some sense outside himself, and 
the concept of the physical world as extended (length being an undefined 
concept). The observer records the passage of events, and for the theory these 
events are not further analysable. This is their only characteristic. Accordingly 
it is convenient to adopt a geometrical picture of an event as a point in a 
«certain n-dimensional space. A coordinate system may then be set up in this 
space, and an event will then be represented by an order n-ple of numbers. 


3:2. — We are now in a position to formulate the first of our axioms: 


Axiom I. The theory-languages appropriate to the discussion of field theories 
are restricted to those which may be learnt. Such systems may 
be called actual theory-languages. 


This means that the theory must involve an amplification of S or S? by 
the addition of a coordinate system. As a result, the number of dimensions 
of the space must be three or four (S? has 16 elements, but these are not all 
symmetrically related). Hence axiom I rules out «five-dimensional » and 
higher dimensional theories which have been proposed by FLINT (’), KALUZA (8), 
PODOLANSKI (°), JONSSON (1°) and many others. In a certain sense, this axiom 
may be regarded as an exact form of the intuitive objection that «we have 
no significance for the fifth dimension ». There still remains a choice between 
three- and four-dimensional theories. 


3°3. — To make any further progress, it is necessary to restrict the possi- 
bilities as to the space of events. The ideas introduced so far would allow 
this to be discontinuous, but it may then be very difficult to introduce the 
further concept of extension. (Simple discontinuous space-time structures in 
which extension is possible have been proposed by various authors, including 


(?) H. T. Frint: Phil. Mag., 29, 330, 417 (1940). 
(8) T. KaLuza: $S. B. Preuss. Akad. Wiss., 966 (1921). 
(0) J. PODOLANSKEI: Proc. Roy. Soc., A 201, 234 (1950). 
( 0 


10) C. V.-Jonsson:: Ark. f. Fys., 3, -87 (1951): 
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SILBERSTEIN (11), SNYDER (!2), FLINT (8), YANG (#4) and ScHILD (39): Te: 
following axiom seems the least restrictive possible without losing altogether 
the usual characteristics of a field theory: 


Axiom II. The space V of events consists of points; each point has a neigh- 
bourhood, the points of which are in 1:1 correspondence with 
the points of a Euclidean sphere. 


In the Euclidean space we can set ‘up an obvious (Cartesian) coordinate 
system, and this then provides coordinate systems in the neighbourhood of 
every point V. If a point of V lies in the neighbourhoods of two other points, 
so that two coordinates are assigned to it, there must exist a 1:1 correspond- 
ence between these. With obvious restrictions of continuity, it is clear that 
any two coordinate systems covering the same region of V are necessarily 
‘connected by once-differentiable transformations with non-vanishing Jacobian. 
It is to be remarked here that no statement is made concerning the nature 
of the space V in the large, which may, for instance, be multiply-connected. 
Such considerations enter when attempts are made to solve the equations in 
unified field theories. It does not seem necessary to introduce them at the 
outset. 


3-4. — Having set up a coordinate system and specified a group G of trans- 
formations, we have a geometry in the sense of KLEIN. G is a proper or im- 
proper sub-group of the group of once-differentiable transformations with 
non-vanishing Jacobians; the exact group G will be settled later. A «geo- 
metrical object.» (see SCHOUTEN and STRUIK (!)) will then be any set of quan- 
tities transforming under a representation of G. At this point, it is usual to 
restrict the theory somewhat since there exist geometrical objects (affinities, 
for example) which are such that they may be zero in one coordinate system 
and not in others. It is usual to regard these objects as of less physical signi- 
ficance than the others. In the remaining class, as well as tensors, trans- 
forming under the obvious differential representations, it is possible to intro- 
duce spinors transforming under two-valued representations. (See, for instance, 
Corson (17)). Since the development of the Dirac electron theory and the 


(11) L. SILBERSTEIN: Sci. Progr., 31 (2), 626 (1937). 
(12) H. S. SnyDER: Phys. Rev., 71, 38 (1947). 
(18) H. T. FLINT: Phys. Rev., 74, 209 (1948). 
( 
(15) A. ScHiLD: Canad. J. Math., 1, 29 (1949). 
(16) J. A. ScHOUTEN and D. STRUIK: Hinfiihrung in die neueren Methoden der Dif- 
ferentialgeometrie, p. 2 (Groningen-Batavia, 1935). 
(17) E. M. Corson: Introduction to tensors, spinors and relativistic wave equations 


(London, 1953). 
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introduction of spinors as the electron field variables, these entities have come 
to be regarded as distinctively quantum-mechanical. There seems little justi- 
fication for this view. (For example, we have the introduction of spinors 
into the Einstein gravitational theory by HELLER and BERGMANN (}%)), and 
the use of spinors in the Weyl-Eddington unified field theory, by MOTZ (?%)). 
We shall show also, in part II, that there exist geometrical objects other than 
tensors and spinors which share their properties of covariance and homoge- 
neity. None the less, in accordance with actual practice in the great majority 
of cases, we make: 


Axiom III. Physically significant quantities will be expressible as tensors; 
(or tensor densities). The group G is thus the whole group of 
once-differentiable transformations with non-vanishing Jacobians. 
This is not to say that a particular theory might not call for 
invariance under a wider group with G as a sub-group. This 
will involve a limitation on the types of tensor equations which 
can arise. Such theories may be called «extended group theo- 
ries ». An example is projective relativity (see VEBLEN (?°)). 


It will be clear that this axiom is less fundamental than the first two. 


4. — Field-free Conditions. 


4-1. — It is necessary now to discuss the field-free case of the theory, or 
in other words, to discuss the frame into which the fields are to be fitted. At 
this juncture, there exists no other alternative but: 


Axiom IV. In the absence of fields, the appropriate description of the theory 
is that of the special theory of relativity. 


This settles the dimensionality of V as four. It has recently been shown 
by INGLETON (?!) that a sufficient basis for the derivation of the Lorentz group 
(and, hence, for the special theory) is provided by the assumptions: 


(i) Newton’s first law is invariant under the group; 
(ii) points at infinity remain at infinity; 
(iii) each observer has a « private » Euclidean 3-space; 


(18) 


10) 


J. HELLER and P. G. BERGMANN: Phys. Rev., 84, 665 (1951). 
(19) L. Morz: Phys. Rev., 89, 60 (1953). 

(°°) O. VEBLEN: Projektive Relativildtstheorie (Berlin, 1933). 

(21) A. W. INGLETON: Nature, 171, 618 (1953). 
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(iv) there is cylindrical symmetry about the line Joining the observers; 
(v) the relation of being in a state of uniform relative motion is a 
transitive relation. 


(These assumptions provide the Lorentz transformations, with an undeter- 
mined constant ¢, whose reality and value must be checked by experiment). 
Further these assumptions determine a quadratic form of ‘metrie at every 
point of V. If it is supposed that the assumptions hold only in the neigh- 
bourhood of a point (which is all that may be assumed in the case of (iii), and 
possibly some of the others) then they require that every neighbourhood should 
have the geometry of a Euclidean 4-space. This is the same as requiring that 
the space should be Riemannian (as emphasized by CARTAN (22)) . It may 
be remarked that this says nothing about the usual use of a Riemannian metric 
in the general theory of relativity. 


4°2. — The question which arises in 41 is how the field-free case is to be 
modified when fields are present. At this point, Einstein’s elevator discussion 
indicates that, even if a gravitational field is present, the field-free assumptions 
may still be made at a point. Summarising the usual treatment: 


Axtom V. If the field can be regarded to a first approximation as gravi- 
tational, the appropriate description is that of the general theory 
of relativity; that is, the space is properly Riemannian (not Eucli- 
dean), and it describes the field in the sense that the paths of test 
particles are geodesics. 


It is to be noticed that there is no difficulty in « finding the equations of 
motion », since it is from the requirement that these should be geodesics that 
this method sets out. It may be well here to point to a confusion which has 
arisen (e.g. SCHEIDEGGER (*)). It is naturally of interest to prove, in the 
manner of EINSTEIN, INFELD and HoFFMANN (74) and INFELD and SCHILD (?5) 
that the paths of sources of the gravitational field as determined by the field 
equations, are geodesics. But this does not allow us to avoid postulating the 
geodesic principle, which is the means of setting up the theory, unless we wish 
to describe the theory in a curiously inverted manner. If we do this we are 
led to difficulties (see 71). 


(22) E. Cartan: Legons sur la géometrie des espaces de Riemann (Paris, 1928). 

(23) A. E. ScHEIDEGGER: Rev. Mod. Phys., 25, 451 (1953). 

(24) A. Ernstern, L. INFELD and B. HorrMann: Ann. of Math., 39, 683 (1938). 
(25) L. InreLD and A. SCHILD: Rev. Mod. Phys., 21, 498 (1949). 
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4°3. — When an electromagnetic field is present as well as the gravitational 
field, we have to consider whether we can still make the assumptions at a 
point, or not. It should be realised that there exists a choice here; we can 
(for instance) describe electrical phenomena assuming (iii) in 41, so long as 
we do so consistently. It is also conceivable that it would be convenient to 
assume that each observer plots events in a non-Euclidean space. Theories 
based on the assumptions of (i)-(v) in a neighbourhood will be called of type 1, 
whilst others will be referred to as of type 2.. Thus theories of type 1 have 
a Riemannian space V, whether or not these make use of a metric in the 
manner of the general theory, but theories of type 2 have a non-Riemannian 
space. An example of a theory of type 2 is that of projective relativity; here. 
the metric of a tangent space is not Euclidean, but that of a Riemannian 
space of constant curvature. Other examples are the theories based on FINSLER 
spaces (see, for instance, HORVATH (9) and HoRvATH and Moor. (27)). It is 
convenient to divide theories of type 1 into those of type 11, in which the metric 
of the space V is used to describe the gravitational field, and those of type 12 
in which this is not the case. Those of type 12 naturally resemble those of 
type 2 rather closely. 


5. — Field Variables. 


5:1. — It has been convenient in the above discussion to use the term 
« field » in its intuitive sense. We must now analyse it more closely. A field 
is specified when the behaviour of test-particles in it is stated uniquely, as 
is obvious when the process of learning a theory-language is considered. It is 
necessary to consider why it is convenient to describe fields in.a slightly dif- 
ferent manner. The most primitive idea is that, given the position of a test- 
particle at one instant of time (according to one particular coordinate system), 
it is possible to calculate the position at a later instant. In fact, however, 
there is only specified an acceleration, in a generalised sense; this is equivalent 
to being given a differential equation 


(5.11) oS eae (i, 83 4): 


where f* is some function of the x'. 
This equation, in those field theories considered up to the present, is of 
the second order. That this is necessarily so depends on the concept of order, 


(26) J. HorvATH: Phys. Rev., 80, 901 (1950). 
(2?) J. HorvAru and A. Moor: Zeits. f. Phys., 181, 544 (1952). 
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‘since the three-dimensional nature of space is clearly seen in a motion of a 


body. It would be more convenient to say «in a simple rectilinear unaccel- 
erated motion », but the S-group contains insufficient detail to say how the 
motion can differ from this state. The S*?-group describes the most general 
possible acceleration—regarded as the interaction of two simple motions. 
Since S* is not used systematically, it follows that the equations of motion 
will be of the second order. (This argument is of the same form as 2°5 above). 


5°2. — Now since (5°11) is of the second order, the solutions will depend on 
the initial values of #* and dx*/ds. The idea of a test-particle definition of a 
field as a mapping of one 4-space (x*) on to another (d?2x*/ds?) is therefore 
inadequate. We must map a conceptual 8-space (4%, de*/ds) on to (d?2x*/ds?) 
and it is therefore natural to take the generalized form 


Pak dav’ 
(5.21) = ft (e a) (i, k= 1, 2,3, 4), 


instead of (5.11). However, (5.21) is too general for the development of field 
theories in their usual sense. Accordingly we state: 


Axtom VI. The function f* is a polynomial in the first derivatives, in which 
the coefficients are functions of «* only. 


(For example, in general relativity we have 


dat 1 PAL | do” age 
k CE SR 24 ge a Sea) ek LY 
/ (« lmnf ds ds’ 
where | 4 lis the Christoffel bracket of the g,,,, and in the special relativistic 
mn 


form of the electromagnetic theory 


where Re is the mixed six-vector of the field strengths). The exact impli- 
cations of Axiom VI will be discussed in 7. It is convenient to call the coef- 
ficients in f* the primary field variables, since they occur first in learning the 
theory language by exploration with test-particles. Axiom VI allows us to 
remove our attention from test-particles and consider the field as a whole. 
With this assumption, we have a mapping from a 4-space (2*) on to a con- 
ceptual n-space, where » is the number of field variables. There is then im- 
plicit another mapping from the n-space to a 4-space which determines the 
motion of test-particles when the field is known. However, in general relati- 
vity the field equations cannot be expressed in terms of the Christoffel brackets 
alone, but also require the metric tensor. Accordingly we define a field variable 
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to be either a primary field variable or a quantity from which primary field 
variables may be derived by algebraic or differential operations. 


5:3. — When we first investigate fields with test-particles, we suppose all 
test-particles behave in the same manner in given circumstances. The fields 
described by theory-languages of this degree of complexity may be called 
gravitational. (This is in reality only a convention; since we only have one 
kind of field, it must not be read as meaning «not electromagnetic»). By 
carrying out rather more involved experiments (for example, experiments I-VII 
in MAXWELL’s Treatise, Chapter 1) it is possible to distinguish those fields 
for which all test-particles do behave in the same way, from those for which 
this is not the case. It is apparent that any observer may make this distinction 
and it would therefore seem possible to make the separation in any coordinate 
system. 


6. — Formal Unifications. 


6°1. — We wish to state exactly what we mean by «a merely formal uni- 
fication ». It is necessary first to show how (at least in principle) the theory- 
languages employed may be formalised. In this section, a language is consi- 
dered to be a set of statements (« words ») involving certain atomic symbols 
combined according to certain rules (« the syntax »). Suppose that Z, and Li 
are two such languages; we define a new language L as follows: 


(i) the atomic symbols ot L are: 
a) the atomic symbols of L,, 
b) the atomic symbols of L,, 
and c) the symbol K (where it is supposed that A is not already an atomic 
symbol of ZL, or Ly). 


(ii) the syntax of L is as follows: 
a) if w is a word of L,, it is a word of L, 
e b) 
c) if w,, w, are words of L, then Kw,w, is a word of L, 
and d) there are no other words of JL. 


if w is a word of L,, it is a word of L, 


The interpretation of A is logical conjunction («and»). We call L the direct 
sum, LD = L, + L,. 

We now suppose that L, is a theory-language adequate for the description 
of the gravitational field. Similarly suppose that L, is a theory-language 
adequate for the description of the electromagnetic field alone. If the theory- 
language of the unified field theory can be expressed as L = Li + Ls, then 
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we call the theory a formal unification. One of the objects of a unified theory 
is expressed by: 


Axiom VII. The theory is not to be a purely formal unification. 


There are, however, no experiments to indicate the need for a non-formal 
unification. Axiom VII merely expresses the personal preference of workers 
in this field. It will be convenient to reserve the term « unified » for theories 
which satisfy Axiom VII. 


6:2. — In any one coordinate. system, the fields may be separated. One 
way of ensuring that Axiom VII is satisfied is to require that this field sepa- 
ration shall not be invariant under the transformations @. We shall call such 
theories «strongly unified ». Unified theories in which this separation is in- 
variant will be called « weakly unified ». The existence of these types of 
theories will be discussed in Part II of this paper. — 


7. — Derivation of Field Equations. 


71. — In two successful (non-unified) field theories (the general theory of 
relativity, and Maxwell’s electrodynamics), the field variables satisfy certain 
partial differential equations in V. These equations arise in the process of 
learning the theory-language. The discussion given by MAXWELL in his 
Treatise is a clear example of this. In general relativity, the Einstein equations 


(7.11) Gn = dmn 
arise from 
(7.12) “I ra = Gia To 1 Imn(G da? 24) ’ 


since 7,,,, is the only conserved tensor involving no derivatives of gn, above 
the second, and linear in the second derivatives. This shows the difficulty 
of unified theory construction in a new light, since the field equations are to 
be formed from a theory-language which is incompletely learnt. The result 
of confusions like that pointed out in 42 is to increase this difficulty. It is 
further increased by the absence of experiments from which the theory lan- 
guage may be learnt (see the remarks on axiom VII). 


7-2. — It seems reasonable to assume that in the unified theory also: 


Axtom VIII. The field variables are determined by a set of partial diffe- 
rential equations. 


LIRE 
Va 
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We now have to discuss how such a set of equations may be found. So 
far, there appears to be only one restriction which must be placed on these 
equations (apart from invariance properties). It the theory is weakly unified, 
then the unification must arise because both fields are involved in both sets 
of field equations; if it is strongly unified, this is still true from invariance 
considerations. It is therefore true for all unified theories. 


7:3. — The following view is expressed by EDDINGTON (#8): in an inter- 
related universe where the influence of any one part extends to the whole, 
some principle of localisation must precede the definition of field variables, 
since these are point-functions. The only systematic method of localisation 
which is known at present is that of a variational principle of the form 


(7.31) ò Î Ldr=0,- 


where dt = dx! dx? da? dx, and L is a scalar density, for reasons of invariance. 
The quantity to be varied is an integrated quantity over all space 7, and the 
quantities defined by the variation are functions of position. It is natural 


to conclude that a variational principle is one means of giving (physical) defi- — 


nitions of the field variables; and hence we expect that the field equations 
will be derived from a variational principle. 

Unfortunately this method cannot prescribe a unique Lagrangian L; and 
even for a given L, in a given geometry, there remains the question of which 
field variables are to be taken as independent in the variation. Questions 
of the difficulty of choosing field variables have been considered by WYMAN (?°), 
KURUSNOGLU (3°) and VAIDYA (81). Thus the variational method cannot be 
said to have bridged the hiatus which prompted it. 

An additional argument in its favour is that the Hamiltonian derivative 
of a scalar density with respect to a second rank tensor automatically satisfies 
a conservation law of the form 


(7.32) Tun 0, 


like the tensor 7”" in (7.12). Such a conservation law certainly expresses a | 


property of permanence which is required in the theory to describe matter. 
This fact has also been insisted on by EpDpINGTON. TEMPLE remarks (*?) 


(78) A. S. Eppineron: The Relativity Theory of Protons and Electrons (Cambridge, 


. Wyman: Canad. J. Math., 2, 427 (1950). 
. Kursunocru: Phys. Rev., 88, 1369 (1952). 
C. Varpya: Phys. Rev., 90, 695 (1953). 
. TEMPLE: The Observatory, 66, No. 824 (1945). 


iS 
Qua 


AN AXIOMATIC CRITICISM OF UNIFIED FIELD THEORIES - I 105 


«... indeed at times he spoke as if a tensor with zero divergence was a satisfying 
substitute for gross matter ». 


74. — Moreover the derivation of field equations from a variational prin- 
ciple ensures their compatibility. But an alternative method of obtaining 
field equations which may ensure compatibility is by considering the various 
identities which may exist in the geometrical framework. For example, the 
Bianchi identities in general relativity lead to a tensor with zero divergence 
which is identical with the energy-momentum tensor of the theory when for- 
mulated with the help of a variational principle. It seems that this non- 
variational approach may be of considerable importance, since for any given 
geometry the identities are uniquely defined, unlike the large number of La- 
grangian densities which may be formed within the geometry. This approach 
is to be preferred on the basis of the concept of order, since once the geometry 
or the theory-language has been completely learnt, the field equations should 
be known. It appears that this type of theory construction has long appealed 
to EINSTEIN, who has considered the existence of identities in his non-sym- 
metric field theory (see EINSTEIN (**)). A similar spirit is behind the work 
of EDDINGTON (34), but see also Note 15, p. 262 there. 


75. — It is convenient to distinguish between a non-variational and (the 
various) variational forms of a theory. When the framework has been set 
up there may or may not be a geometrical method of deriving field equations; 
that is, there may or may not be a non-variational form. There will certainly 
be many variational forms, depending on the choice of Lagrangian and inde- 
pendent variables. It is more natural to consider these as various forms of 
one theory than as different theories. 


8. — Cenclusions. 


In this paper, an axiomatic discussion has been given for the construction 
of a macroscopic unified field theory of gravitation and electromagnetism. 
These axioms have been stated with the help of the concept of order. Part IL 
of this paper will form a critical discussion of existing unified field theories 
making use of the axioms of this paper. 


(33) A. ErnstEIN: Oanad. J. Math., 2, 120 (1950). 
(34) A. S. Eppineton: The Mathematical Theory of Relativity, 2nd Edition (Camb- 


bridge, 1924). 
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Renormierung von Wellenfunktionen in der Feldphysik. 


W. ZIMMERMANN 


Max-Planck-Institut fiir Physik - Gottingen, Deutschland 


(ricevuto il 31 Dicembre 1953) 


InHarr: 1. Einleitung. — 2. Allgemeines. — 3. Meson-Nukleonstreuung. — 
4. Bethe-Salpetergleichung. 


1. — Einleitung. 


In einer vorangegangenen Arbeit (1) wurde darauf hingewiesen, daf sich 
in der Quantenfeldphysik das Dyson’sche Renormierungsprogramm (?) der 
S-Matrix ohne wesentliche Anderungen auf das Schema der Wellenfunktionen 
ilbertragen làBt. Ziel der vorliegenden Arbeit ist, diese Ubertragung am Bei- 
spiel der Meson-Nukleonstreuung und der mehrzeitigen Bethe-Salpeter- 
gleichung des Zwei-Nukleonenproblems genau durchzufiihren. Die Elimination 
der Divergenzen geschieht dabei in zwei Schritten: Aus den Feldgleichungen 
und Vertauschungsrelationen der unrenormierten Feldoperatoren werden in 
bekannter Weise Beziehungen abgeleitet, in denen auBer Wellenfunktionen nur 
noch die Funktionen 87, 47, TY, und M (3) vorkommen. Diese Funktionen $7,... 
enthalten bekanntlich noch die von Dyson mit Z bezeichneten Konstanten. 
Um diese zu beseitigen, wechselt man in einem zweiten Schritt von den un- 
renormierten zu den renormierten Feldoperatoren ùber. Es zeigt sich, dab 
die Beziehungen der Wellenfunktionen diesem Wechsel gegeniiber invariant 


(1) W. ZIMMERMANN: Supplemento al Nuovo Cimento, 11, 43 (1954), im Fol- 
genden mit A bezeichnet. 

(2) F. J. Dyson: Phys. Rev., 75, 1736 (1949); P. T. MarTHEWS: Phil. Mag., 42, 
226 (1951); A. SALAM: Phys. Rev., 86, 731 (1952); J. C. Warp: Phys. Rev., 84, 897 (1951). 

(3) M und M, beziehen sich auf Graphen vom Typ Fig. 1- 


sind, d.h. die Gleichungen bleiben formal richtig, wenn darin jede unrenor- 
mierte GròBe durch die entsprechende renormierte ersetzt wird. Die «renor- 
mierten » Gleichungen enthalten dann neben « renormierten Wellenfunktionen » 
nur noch die nach Dyson (*) mit 8,,, 4/,, I.,, M, (8) bezeichneten Funktionen, 
die — entwickelt nach Potenzen der Kopplungskonstanten — bekanntlich in 
jeder Naherung konvergent sind. Die in den renormierten Gleichungen noch 
vorkommenden Integrationen fiihren zu keinen neuen Divergenzen. Nur die 
renormierten t- und Wellenfunktionen sind im Rahmen der gegenwartigen 
Naherungsmethoden der Feldphysik verniinftige GréBen, die unrenormierten 
t- und Wellenfunktionen haben lediglich formale Bedeutung. 


2. — Allgemeines. 


Die unrenormierten Feldoperatoren geniigen (fiir pseudoskalare Kopplung 
von Nukleonen mit pseudoskalaren Mesonen und direkte Mesonenkopplung) 
den Feldgleichungen 


und den gleichzeitigen kanonischen Vertauschungsrelationen. Der Energie- 
Impulsoperator dieses Problems sei mit P,, bezeichnet und erfille 


PO =0 


IT] 


wenn 2 das Vakuum des Systems ist. 
Zur Durchfiihrung des Renormierungsprogramms sind die vier Funktionen 
a Ae, T. und M (°) nòtig, die durch folgende Gleichungen (*) definiert sind: 


Si, (a — a) = — (Q, Tey (a)P (a2)2) 
A! (2, — a%) = (Q, TA(a,)A(a%)Q) 


F 


(4) 7, hangt mit der sonst in der Literatur ùblichen /7.-Funktion in der Form 
5 D 


T;= — YI; zusammen 


Togo 
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=|(2, TA(y)A(y') 2) 2, Tyla) (a QL sy! |x! |2'(Q, Tyle'ple ‘)fe) da' dy” de” 


(Q, TA(a,)A (a, ie (13) A( i (2, TA(2,)A(0,)Q)(2, TA(d,)A (0) Q)—. 
—(2Q, T a3) Q)(Q, TA (a) A (a) 2) — 
ei 94) 2) (Q, TA(x,) A (a)Q) = 


= | (Q, TA(a,)A(w,)Q)\(Q, TA(0.)A(0,) QQ, TA(as)A(a,)Q)- 


i TA (a,)A (a4) 2)M (a,nye,x,) da, de, da, da, . 


Die Konstanten m,, ~ legen wir durch zwei « Renormierungsforderungen » (5) 
fest: Der tiefste diskrete Eigenwert von Pi zur Nukleonenzahl Eins sei gleich 
dem Quadrat der experimentellen Nukleonenmasse m, der tiefste positive 
diskrete Eigenwert von Pi, zur Nukleonenzahl Null sei gleich dem Quadrat der 
experimentellen Mesonenmasse x. 

Zu den sspecaenolica Massenkonstanten fiihren wir wechselwirkungsfreie 
Feldoperatoren yy (a x), A, mea p, (a) ein. Sie gehorchen den Feldgleichungen: 


und den gleichzeitigen kanonischen Vertauschungsrelationen. Der zugehérige 
= = 5 10 a za 
Energie-Impulsoperator sei mit P, bezeichnet und erfiille 


10 71 
PQ) = 0 


Ul . . . 
wenn 2, das Vakuum des wechselwirkungsfreien Systems ist. 


‘Als Folge der ersten Renormierungsforderung gibt es eine Konstante 2}, 
sodaf 


(2) (2, (2) (7,)) = ZL, yo(w) Ph (x,)) (0) ist, 


wenn ®,,\(z,,) baw. Di (a, ,) den Zustand eines Nukleons vom Vierer-Impulse x, 


(9) G. KALLÉN: Helv. Phys. Acta, 25, 417 (1952); H. LEHMANN: Nuovo Cimento, | 
im Erscheinen. 


\ 
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im Wechselwirkungs- bzw. im wechselwirkungsfreien Fall bezeichnet (9). Ent- 
sprechend gilt fir die Zustandsvektoren D,)(%,)5 Dj (xr,.) eines Mesons (5) die 
Beziehung: * 


(3) (2, AMD (2,)) = ZA, AD) (0). 
Die Operatoren 
(4) va) = Z,*ylw), Ala = ZA), PO) = Ze p(w) 


heifen «renormierte Feldoperatoren ». Die aus ihnen gebildeten Vakuum- 
-erwartungswerte 


stimmen mit den nach Dyson (?) eingefiihrten Funktionen S,, und 47, ùber- 
ein. Denn die Impulsraumtransformierten S,,(p) und /4/,(p) gehen (bis auf 
einen endlichen Zusatzterm) fiir p? = m? bzw. p? = x? in die wechselwirkungs- 
freien Funktionen S,(p) bzw. A,(p) zu den Massen m, x tiber. Im Gegensatz 
zu den Funktionen S, und A, erhàlt man fiir 8), und A). bei Entwicklung 
nach Potenzen der Kopplungskonstanten in jeder Naherung konvergente 
Resultate. 

Weiter filhren wir die «renormierte Scheitelfunktion » va und die «renor- 
mierte M-Funktion» M, ein. Sie sollen durch 


(2, TA,(y)y-(@)p,(2)Q) = 
a | (2, TA,(y)A-(y')Q\ Q, Ty,(a)G, (2) Q)T (4 |e" \2'\(Q, Lyle! Plz) Q) de'dy' de 
und 


(Q, TA,(2,) AA) A, (as) A,(0,)2)— (2, TA,(4)A,(@2)Q)(Q, TA,(a3)A-(a4)Q) — 
Bae (Q, T A, (x,)-A, (#3) 2) (Q, TA,(x_)A,(X4) 2) oy. 
— (9, TA,(1,)A,(0,)2) (2, TA,(0,)A,(2,)2) = 


Ly (2, TA(2) A) OQ) Q, TA,(a,) A,(ar,)Q)(Q, TA (3) A,(13)Q): 


et A eet 


- (Q, TA, (0) A,(0,)2)M,(0,0,0,0,) da, da, da, de, 


definiert sein. 
(6) D;;(,) ist definiert als der auf Eins normierte Zustand mit Eigenwert Eins 
1 # . . n 2 
der Nukleonenzahl, Eigenwert z,, des Viererimpulses Pin und dem cachet m2 der 
Ruhenergie Pî. Entsprechend sind Dit (%,)> Dy(7,) und D,,(7,) definiert. 


4 RR 
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Beim Ubergang (4) von den unrenormierten zu den renormierten Feld- 
operatoren transformieren sich also die Funktionen T. und M nach den 
Gleichungen: 

(6) fogge 


- Die renormierten Funktionen 7, und M, sind bei Entwicklung nach Potenzen 
der Kopplungskonstanten alle in jeder Naherung konvergent (?). 
Auch bei den Wellenfunktionen und t-Funktionen eines Zustands ® unter- 
scheiden wir renormierte und unrenormierte Groen. Die Definition der un- 
renormierten Funktionen sei aus A, Abschnitt 4 ùbernommen: 


t(Yy|e)) = (2, TA(y)p(x)®) 


T(YrYoYs | |) =, TA(Y1)A(Y2) A(Ys)y'(c)D) 
usw. 


t(y|x|) = @'(y|a|) 


T(Y1Y2Y3 e|) = P'(YYY3 |a |) He Aa = Yo)y' (y |#|) Fat ee LIE 
usw. 


Die renormierten Funktionen werden dagegen durch Beziehungen der Form 


tr(y | |) = (2, TA,(Y)y,(x)D) 
T,(Y1Y2Ys |&|) = (Q, TA,(y:)A(Y2)Ar(Ys)pr(x)®) 


usw. 


t,(Y|e|)) = ply ||) 
T,(Y1UYs ||) = Pr(YsY2¥o|@|) + Ap, (Yr— Yo)@r(Ys|@|) + 


+ An (Y— Ya)Pr(Yo|@|) + An (Y:— Ys)pr(ys ||) 
usw. 
definiert. 


(7) Statt 7°, ist in der Literatur die GréBfe T;1= 4,7; ùblich. (Zur Definition 
von Z, vgl. die in Anmerkung (?) angegebene Literatur). Da zwischen der experimen- 
tellen Kopplungskonstanten g und der in den Grundgleichungen (1) vorkommenden 
GréBe g, die Beziehung 

9 = 2; 12,249, 
besteht, folgt 
Ps, = — gIi- 


(8) Fir Renormierungsfragen verwendet man bequemer die « gestrichenen Wellen- 
funktionen » g', die mit Hilfe der Kontraktionsfunktionen 8}, 47 aus den t-Funktionen 
hervorgehen. . 
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> SILA il 
Die Transformationsgleichungen zwischen den unrenormierten und den 


renormierten t- oder Wellenfunktionen lauten: 


TY; Hcl Diy ves Wn | 2, +. ZAN x 


DOSE Ys 2 Vla) our En Oy 320) Ca) 


Pr(Yr + Ym | sl Diy |Site) 
= ZL Ni (Us tery Uni Pavers Dn | 214s ny Male 


3. — Meson-Nukleonstreuung. 


Wir renormieren in diesem Abschnitt zuerst die Entwicklung der 1|1|- 


: i Wellenfunktion (nach Potenzen der Kopplungskonstanten) eines Meson-Nukleon- 


Streuzustands, um damit anschlieBend eine renormierte Integralgleichung fiir 
y|x|) zu erhalten. 

Der Zustandsvektor ®, der die Streuung eines Mesons der Wellenfunktion 
g2(y|) an einem Nukleon der Wellenfunktion g?(|#|) beschreibt, làBt sich in 
der Form 

® = U'(0, — 00)D, 
angeben, wenn 


= na fu Tl Hit (o) 9 ftir. tee 


n=0 


2 H;(t)= — Li Pez Age) yo(e) : dx — (m — mo) f: y, (@)y,(a) : da — 


Xo=t Lo È 
1 2 1 
eo oa— a) [Ao n) da =e in f Ag Anand, 
xo= È xo=È 


und 


C= i | dx dy pd, (2)A5 (Y)7G(||) P2(y|) Qo — 


Xo=YVo= È 


(4) (9) 


ifarayarmir (Y vg (e 


(*) ©; ist auf Eins normiert und hangt nicht von ¢ ab, wenn — was wir voraussetzen 
wollen — ,(|x|) und g,(y]|) auf Eins normierte Losungen von 


(2 + mile) =o. (O — x3)pa(yll) = 
dx 


siud. 
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ist. Man erhalt daraus folgende stòrungstheoretische Entwicklung der Meson- 
Nukleonwellenfunktion 


®) w@le)= (2, TAMv(2 )®) = (2, T[U' (+00, — 00) Ag(y)y4(a)] D) = 
= gi(|e|\gz(y]) + + SEEM el) (5°). 


Hierin wird iber alle mehrzeitigen 1|1|-Graphen G (Fig. 2) summiert. Die 
Bildung des zu einem Graphen G gehòrenden analytischen Ausdrucks geschieht 
Ahnlich wie in A, Anhang: Inneren Linien, einschlieSlich der in w, y endenden 
Linien, entsprechen S,, A,-Funktionen, zu den eee Massen, 
1|1|1-Eckpunkten (Fig. 3a) der Faktor — qy,, (Fig. 3b) 
der Faktor + i(m— mx), 2|-Eckpunkten (Fig. 3c) der Faktor +bi(x° — xj) 
und 4|-Eckpunkten (Fig. 3d) der Faktor — i/,. Fiir die auBere Nukleonenlinie 
wird stets g}(\w|), fiir die 4uBere Mesonenlinie g3(y||) eingesetzt. 

Unser nachstes Ziel ist, in Gl. (8) alle Selbstenergieteile, Scheitelteile (vertex 
parts) und M-Teile (?) zusammenzufassen. Mit Hilfe der Zustandsvektoren 


Di | dx By (Wye ( @|)2g 


e 
Lo= È 


= | dy A, (y)@2(y||) Lo è | dy 4; (Mex) 


Vo= È Yno=t 


D, 


und 
10 


PD, = U'(0, — 00)D, 
D, = U'(0, — 00) 


gelingt es als erstes, alle in die 4uBeren Linien eingesetzten Selbstenergieteile 
zusammenzufassen. Wegen 


gi(|e|) ci; (25, la ae) 


P2(¥|\) (2 “0) A, o (4 )DI ) 
und 


( 
(11) Damit diese Entwicklungen eindeutig und mit den Beziehungen (2) und (3) 
+o 


vertraglich sind, mii®en die Zeitintegrale/ dt im Sinne des « adiabatischen Einschaltens 
der Kopplung » definiert werden, vgl. dazu G. Litpers: Zeits. f. Naturforsch., Ta, 206 
(1952). 
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die in den beiden auBeren Linien Selbstenergieteile enthalten, wenn statt- 
dessen in den tibrigen Graphen g? und g? durch g, und g, ersetzt werden: 


ply |x|) = (|2)p:(y)}+ > Ig#y]2)) 


(Das Summenzeichen » bedeutet, daB nur iber Graphen G summiert wird, 
die keine Selbstenergieteile in àuBeren Linien besitzen). 

Werden nun weiter die Selbstenergieteile innerer Linien durch Si, A,, die 
Scheitelteile durch iy und die M-Teile durch M zusammengefaBt, so erhàlt man 


(9) ply |x|) = gx(|2))gx(y]) + > LEGG), 


wobei in >” iiber alle Graphen G summiert wird, die keine Selbstenergieteile, 
Scheitelteile oder M-Teile enthalten und L’ aus G durch Einsetzen von $,, 
A, fur innere Linien (einschlieBlich der in x und y endenden Linien), von 
T(y'|2'|2N) fiir 1|1|1-Eckpunkte und von M(x,,03%,) fiir 4|-Eckpunkte ent- 
standen ist (1°). : 

Der Vorteil von Gl. (9) liegt darin, da sie lediglich Matrixelemente von 
T-Produkten zwischen Zustinden 2, ®,, D, und @ des Wechselwirkungs- 
problems enthàlt. Gl. (9) driickt namlich die 1|1|-Wellenfunktion 


p(y|e|)= (2, TA(y)p(w)®) 
durch die Wellenfunktionen 
(10) poly||) aa (Q, A(y)®,) ’ ga(|x|) == (2, y(x)®,) 


der « einlaufenden Teilchen » aus, und zwar lediglich mit Hilfe der Vakuum- 
t-Funktionen 


| mr Sila — 2) = (Q, Ty(x)p(2)Q) , Ae, — da) = (Q, TA(a,)A(a)Q) , 


Zur vollstàndigen Renormierung haben wir Gl. (9) noch von den Konstanten 
Z, und Z, zu befreien. Dazu ersetzen wir auf der rechten Seite die Funktionen 


(2) Fig. 4 und 5 zeigen zwei Besipiele von Graphen G, tiber die in Gl. (9) sum- 
miert wird. 


8 - Supplemento al Nuovo Cimento. 


x 
~ 
% 
4 
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(10) und (11) iberall durch die entsprechenden renormierten Gréfen: 


gi(|a|) = Zipi(|w|) = Zigh(|w|) (mach GI. (2) und (7)) 

ey) = Ze) = Ze) (nach Gl. (3) und (7)) 
S.=ZS8,, ~4,=Z,4;, (nach Gl. (5)) 

Pi= 7,257, M=2Z°M, (nach Gl. (6)). 


Man erhalt dann ftir jeden einzelnen Graphen G: 
Lip (y ||) = BARE lo) 


wenn R,, analog zu L,, jedoch unter Verwendung der renormierten Funktionen 
SN) ys. gebildet ist. 
Wegen Gl. (7) folgt damit: 


(13). gue) = (lee) + 2 Eee). 
Gl. (9) ist also gegeniber der Transformation 
WIS rara AA AL 


invariant. Da die Funktionen $,,, 4,,, DS K, — bei Entwicklung nach Po- 
tenzen der Kopplungskonstanten — in jeder Naherung konvergieren und kein 
Glied der Entwicklung (13) noch Selbstenergieintegrale usw. tiber diese Funk- 
tionen enthalt, trifft das nach Gl. (13) auch fiir g,(y|e|) zu. Die unrenormierte 
Funktion g(y|w|) hat hingegen nur formale Bedeutung. 

Unter den Graphen G, tiber die in >’ summiert wird, kommt ein einziger 
Graph (Fig. 4) vor, der sich durch einen Schnitt in zwei Teile zerlegen 14Bt, 
die nur durch eine einzelne Nukleonenlinie miteinander verbunden sind. Um 
eine Integralgleichung fiir y,(y|”|) zu erhalten, spalten wir den Beitrag dieses 
Graphen von der Summe >’ ab: i 


0. 90 zx Dio 
> Ro gle)=20v]2) + 2 Bee ewe) 


(a) veya) = [Spe VA Ply SE: 


" 


XL 


x Ply" 


2") (y"|)ot(|2"|) da’ dy’ de’ dx” dy” de” . 


ZN 
In der neuen Summe > wird nur iiber diejenigen Graphen G summiert, 
die sich nicht durch einen Schnitt in zwei Teile zerlegen lassen, die nur durch 


an 
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eine Nukleonenlinie miteinander verbunden sind. Damit wird 


(140) — pr(4|e|))= p(y|e|)) + a4|e)), 


wobei 


x 


aly |2}) = (le )ea])+ Sata) 


G 


Losung der Integralgleichung 


(14e) aly |e|) = GX jx|)p(yl]) + SRE’ | 2}) 
; die 


ist. In der Summe >’ wird iber alle irreduziblen 1|1|-Graphen (Fig. 6) 7° 
summiert, die keine Selbstenergieteile usw. mehr enthalten, und sich nicht in 
zwei Teile zerlegen lassen, die nur durch eine Nukleonenlinie miteinander 
verbunden sind. Fiir die 4uBeren Linien von J’ wird in Rel die Funktion 
q(y'|«'|) selbst eingesetzt. Einsetzen von (14a,b) in (14c) gibt also eine voll- 
stàndig renormierte Integralgleichung der Meson-Nukleonstreuung (18). 


4. — Bethe-Salpetergleichung. 


Wir wenden uns nun der Bethe-Salpetergleichung fiir die |2|-Wellen- 
funktion eines Zustands ® zweier gebundener Nukleonen zu. Unter zusitz- 
licher Beriicksichtigung des A,-Gliedes denken wir uns die Bethe-Salpeter- 
gleichung analog der Form (4.1) in A abgeleitet: 


(15) 9(|4%2|) = YIt|om}), p= (012) 
PP 


Hier wird iiber alle mehrzeitig irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen (ohne 
2]- und |1|1- Eckpunkte) summiert, die keine in die àuBeren Linien ein- 
gesetzte Selbstenergieteile enthalten (vgl. A). Bei der Bildung von L werden 
fiir innere Nukleonen- und Mesonenlinien S, und A, zu den Massen m, und x» 
eingesetzt, fiir die beiden auBeren Linien wird die Wellenfunktion g(|%,% |) 


selbst eingesetzt. 
Durch Zusammenfassung aller Selbstenergieteile durch Ss, Ap, der Scheitel- 


(18) Gl. (14c) kann nach einem Verfahren von K. Symanzix (Nuovo Cimento, 11, 
88 (1954)) in eine Integralgleichung fiir die einzeitige 1|1|-Wellenfunktion Pe (ye): 
sowie in eine Integralgleichung fir die 2- komponentige Wellenfunktion gy; *(y|x|) 


iberfiulhrt werden. 
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teile durch [,, und der M-Teile durch M, erhàlt man 


(16) (| 20% |) = Si LF(| 2,2) , 
5 fe 


worin in >’ iber alle Graphen J’ summiert wird, die keine Selbstenergieteile, 
Scheitelteile oder M-Teile mehr enthalten. 
Gl. (16) ist eine Integralgleichung fiir 


(| #2 |) = (Q, Ly(a,)p(a2)Q) 


in der sonst nur die Vakuum-t-Funktionen (11) vorkommen. Wieder gilt 
Invarianz gegeniiber der Transformation (4): 


Pr(|sPsta|) =D! RGr(|wute|), | Pr = Pele) (4) 
r 


ist die Integralgleichung der renormierten |2|-Wellenfunktion, wobei in R 
stets die renormierten Funktionen S,, eit DE, M,, einzusetzen sind, 


(14) Uber einzeitige Formen der renormierten Bethe-Salpetergleichung siehe K. 
SYMANZIK: Nuovo Cimento, 11, 88 (1954). 


wa 
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Fig. 2. dA Mehrzeitiger 1|1|-Graph 
a) schematisch, b) Beispiel. 
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| Fig. 4. — Grapische Schreibweise des Ausdrucks: 


— Sa 2A ly — MT |x" |2’)( — Sp(2’— a) Ty" |x" |2")- 
Poy" ||) 01 ( fat )da' dy' de! da! dy” de” A 


È ge To 3 ‘ i o - 
| = E Fig. 5. — Graphische Schreibweise des Ausdrucks: 
#9 a Il (Sile -- 8) Fm Elo Selo — E) Aly — m) Alm — ma) 
È Hi Sa hae | “Mnynansta) Agna — MTA TE 1" (| E") È 
3 fi a eae AE dy AC dry, Aja Gmg Anny AE! Ay dl”. 
: Po! Pi : 


Fig. 6. — Zerlegung eines 1|1/-Graphen durch Schnitte 81; Ss 
‘in seine mehrzeitig irreduziblen Bestandteile. 


SUPPLEMENTO AL VOLUME XI, SERIE IX DEL NUOVO CIMENTO N. 1, 1954 


An Axiomatic Criticism of Unified Field Theories - II. 


C. W. KILMISTER 


Department of Mathematics, King's College - London 


G. STEPHENSON (*) 


Department of Physies, University College - London 


(ricevuto il 27 Gennaio 1954) 


ee Contents: 1. Introduction. — 2. The General Theory of Relativity — 
3. Metrical Considerations. — 4. Differentiation. — 5. Connexion bet- 
ween Metric and Affinity. — 6. The Derivation of Field Equations. — 


7. Conclusions. 


1. — Introduction. 


1:1. — This paper forms the sequel to KILMISTER and STEPHENSON (1), 
referred to here as I. In accordance with the criterion of I § 7, the present 
paper falls into two parts: a) the form of possible field theories (§§ 1-5) and 
b) the derivation of the field equations. 


1:2. — It is first necessary to decide on the number of field variables re- 
quired in the construction of a unified field theory. The problem of the defi- 
nition of field variables has already been discussed in I $ 5, but it is still dif- 
ficult to characterise exactly what is meant by a field variable. For example, 
the mathematical structure of the Maxwell electromagnetic theory (without 
sources) may be represented by the equations: 


(1.21) | Qj Pin — 9; 


54 
| ff =0, 


(*) I.C.I. Research Fellow, University of London. 
(*) C. W. Kitmister and G. STEPHENSON: (This refers to paper I). 
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where Pi is a covariant six- -vector, Di is a contravariant six-vector density 


and the nadia denote cyclic permutation of the indices. In this presen- 
tation (which corresponds to the usual way of learning the theory-language), 
there are twelve field-variables and eight field equations. These eight equations 
have a special form (as is well known) and so serve to find only six variables; 
an additional six equations are provided by the constitutive relations of the 
form 

(1.22) Pig = 


Vv 


fv 
ipa VV * 
Vv 
Alternatively, since the first equation of (1.21) is the necessary condition that 
we may write 


(1.25) Py = DA 0,4,, 
Vv 


where A; is a four-vector, we may replace (1.21) by the equations: 


DI 
ohn fv 


| ANS 
(1.24) 
| peo 


This formulates the theory in terms of six equations of definition (1.23), and 
ten equations (1.24) which take the place of the original set of fourteen (1.21) 


(1.22). It is clear from (1.23) that to the set of equations (1.24) we may add: 


the single equation 
(1.25) A*.y= 0. 


since A, is arbitrary to the extent of an arbitrary gradient. Equations (1.24) 
(1.25) now form a set of eleven field equations for the ten field variables A,, 
fv. (The form of 0.f7=0 again demands one more equation than the 
number of variables). The latter formulation of the electromagnetic theory, 
though not so natural since it does not correspond to the order of learning 
the theory-language, is frequently used. However, in the case of general 
relativity, the primary field variables ed (see I, $ 5°2) are always replaced 
fi} 


by the g;; which constitute potentials defining the Lik f by 


(1.26) { n = Vy g'(0;gon + One; — Gin) - 


The problem arises as to why there exists in the electromagnetic theory an 
alternative formulation in terms of the potentials A,, whilst in the gravitational 
theory the potential formulation is obligatory. It is clear that the reason 


<i ta? ee 
Tt è 


Pete Ly oe ie IN ee NO RIT OL tat i, I AE n I dre RENE AAA 


i 
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is that is not possible to construct a tensor with vanishing divergence of 
the type 


(1.27) Pig = Rag Vy gi(R— 2A) 


without the use of the g;;. The tensor #,; is certainly expressible in terms of 
the primary field variables tie alone, but the calculation R of requires the 


use of g;; explicitly. 


13. — We define, accordingly, a canonical set of field variables to be a 
set of variables such that the whole theory may be expressed in terms of 
them by algebraic or differential operations. It is possible that there may 
exist many canonical sets of variables for a given theory. In such a case, 
we define the necessary number of field variables as the number in the smallest 
canonical set. We may speak of the process by which we pass from the first 
formulation of the Maxwell equations to the second as that of ignoring the 
equations 


(1.31) Py = 0 


A canonical set of field variables results when the greatest possible number 
of equations has been ignored. 


1-4. — The necessary number of field variables in the Maxwell theory is 
therefore nine or ten, depending on whether we can ignore the condition (1.25). 
This condition, however, cannot be ignored since it would then be necessary 
to define A* (say) by an equation of the form 


(1.41) AS | div A dirt 

and integral operations are excluded by the definition of a canonical set. 
The necessary number of field variables is therefore ten. It may be remarked 
that the constitutive relations 


cannot be ignored (in our sense) since the tensor density depends on the matter 
present and will in general change from point to point. Reasons are frequently 
given (see, for instance, EDDINGTON (2)) for considering only the microscopic 


(?) A. S. EppINGTON: The Mathematical Theory of Relativity (Cambridge, 1924), 
2nd Edition, § 82. 


er el ee Me N A VEST Sio "Y Py Pe È di LIRE & eee APRE ARI ETNA EI li E gf] i 
SIE : Sng, E 4 ci a SUE ae Trees = od An n î er 
am Si LIA CARI a tÎ Ù È TE gr aes De ex 
DA 
? 


AN AXIOMATIC CRITICISM OF UNIFIED FIELD THEORIES - II 121 


form of the Maxwell theory; these reasons are inconsistent with the idea of I 
($$ 14-16) and the need for the complete set of equations involving the 
constitutive relations has been emphasized by SCHRODINGER (84). As few 
unified theories include the full macroscopic set of Maxwell equations, we 


shall also consider those which contain only the microscopic equations. In — ; 


some of these cases, extensions to the complete set may be possible. 


1°5. — An alternative electrodynamics has been developed by DIRAC (5). 
in an attempt to remove some of the difficulties of quantum electrodynamics. 
In this theory the invariant condition on the A, is replaced by the relation 


(1.51) A,,A* = constant . 


We may then express A‘ in terms of the other three A* by an algebraic relation, 
and the number of necessary variables in the theory is therefore only nine. 
It is possible to obtain a Dirac type of theory by a possible modification of 
the Einstein unified theory (see STEPHENSON (°)), although (1.51) automatically 
excludes the existence of a pure gravitational field and the compatibility of 
the field equations is still in doubt. HOFFMANN (7) has also shown that Dirac’s 
electrodynamics can be included in the similarity theory of relativity which 
is a special case of the conformal relativity (see INGRAHAM (8)). 

The number of necessary variables in the general theory of relativity is 
ten if the usual formulation is canonical. To prove that this is so is equi- 
valent to proving the result in Riemannian geometry that two spaces, which 
are such that the geodesics are identical in both in all respects, are isometric. 
This is obvious by setting up geodesic co-ordinates. 

It is obvious that a unified field theory which includes as a special case 
a field theory with n necessary variables cannot have less than n necessary 
variables, and, in general, will have more. Thus the theories considered in 
this paper will have at least ten necessary variables. 


1:6. — A theory with only ten necessary variables has been described by 
RAINICH (°). Such theories have a curious status, since they imply a complete 


(3) E. SCHRODINGER: Nature, 153, 572 (1944). 
(4) E. SCHRODINGER: Space-time Structure (Cambridge, 1950). 
(5) P. A. M. Dirac: Proc. Roy. Soc., A 209, 291 (1951); Nature, 168, 906 (1951); 


Proc. Roy. Soc., A 212, 330 (1952). 
(6) G. STEPHENSON: Nuovo Cimento, 10, 1595 (1953). 
(7?) B. HoFFMANN: Phys. Rev., 89, 52 (1953). 
(8) R. L. INGRAHAM: Nuovo Cimento, 9, 886 (1952). 
(9) G. Y. RaInIcH: Trans. Amer. Math. Soc., 27, 106 (1925). 
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dependence of gravitational and electromagnetic fields. This appears to con- 
flict with experience (in macroscopic theories). That there are, at present, 
no experiments which justify the search for a non-formally unified field theory 
has already been discussed in I ($ 6); a fortiori, there are none to justify such 
a strongly unified theory as one which derives both fields from a set of ten 
potentials, all of which were formerly used to describe the gravitational field. 
Similar remarks would apply to any attempt to found a unified theory on 
the work of MATTE (!°) (although this is not a criticism of Matte’s work in 
its present form). 


1-7. — An objection may also be raised against theories which seek solutions 
of the equations 


(1.71) Ri; = — 82E;; , 


where £,; is the usual energy-momentum tensor of the Maxwell electromagnetic 
(see, for instance, WEYL (!!), EDDINGTON (12), BoNNoR (!*)). Here the theories 
are originally formulated with the g,; describing the gravitational field in the 
manner of general relativity. It is thus logically inconsistent to amend 
the g;; to include terms involving charges. 


2. — The General Theory of Relativity. 


2:1. — The most successful (non-unified) field theory, resembling those which 
we are trying to construct, is the general theory of relativity. Accordingly, 
we give in this section a short description of its structure from the point of 
view of our axioms. 

From I (Axiom VIII), we must be able to differentiate field variables. 
But if v° is a vector, then 0,v is not a geometrical object since 


(2:11) O; = Ait0,0 + v'AI,d;di ; 
where 
(2.12) Ai=da: sand ASA, 


( hes . Matte: Canad. J. Math., 5, 1 (1953). 

(12) WEYL: Ann. Phys. Lpz., 54, 117 (1917). 

ST See (2), Ch. 6, p. 185. 

(18) W. B. Bonnor: Proc. Phys. Soc., A 66, 145 (1953). 
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It is, however, found possible to define an operation D; which satisfies the 


conditions: 


(i) D;A is a tensor of covariant rank one more than the tensor A and 
is of equal contravariant rank; 
) ees D;A + D,B; 
i) D = (D;A4)B + AD,B; 
ee ae = ae ;A where / is a scalar; 
(v) D,;A—0;A depends only on the value of A at the point. 


da 
ii 


{Assumption (iv) is valid, since 0,4 is a vector). Applying these axioms to vi 
as a standard, we have 


(2.13) Dees, — oni ol, 
where J“, are a set of 64 quantities transforming under 


(2.14) DEA IAA 


ij'p' 


From the usual condition in Euclidean space (with curvilinear coordinates), 
the displacement of the point of application of a vector x with D,v = 0 is 
interpreted as a displacement without «intrinsic change » or « parallel displa- 
cement ». 

The theory is of type 1; there exists at every point a Riemannian metric 
with ten degrees of freedom. It is assumed that in parallel displacement, the 
length of the vector is unchanged. This leads to the forty equations 


(2.15) Giai = 0,9: — Jin Ti — Goel = 


for the sixty-four components of /"7, in terms of the ten components of the 


metric tensor gx. 
The solution of (2.15) is found to be 


EE Loe at alae Dia = ek [pa PESA 
(2.16) =) mn j g Gon! im di don by + Drom 


Vv 
where au is the usual Christoffel bracket defined by (1.26). To make the 


solution determinate, we impose twenty-four additional relations on the I}, 
of the type 


(2.17) Tra = 9 


| i 8 ie 
and this leads to the solution In = { nr I, which is a symmetric affine con- 


nexion determined in terms of the ten g;;. The theory thus has ten necessary 
field variables and therefore requires ten independent field equations. 
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2-2. — We now find that 


(2.21) (D,D,— D.D,)v' = Bae? i 
where R',, is the tensor defined by 

gu. Vv 

Bee. (2,22) Rig = a Ody, + Try 


It is found that certain identities exist in the geometry of the form 


(2.23) Hin +h skp n R= 0 
es and 
f (2.24) Pn m ia Perini DA Fm a A 


fe The identities (2.24) are the Bianchi identities which, when contracted with 
DA, respect to (i, k) and (i, p) respectively, lead to the contracted Bianchi identities: 


a. (2.25) (Rm — Vy g""R).,= 

and. 

; È (2.26) Lig ne LS, st? Rist se “ 

2 V Vv V 

“where Ry; = Ria and R= g""Rnn 

5 x When J* = vi IS Symmetric by (2.23), and hence (2.26) is without; 
di. content. From equation (2.25) the divergence of 

C (2.27) Ten — Ron — Y, grn(R— 2A) 


is zero, for any constant 4. It is natural to take (2.27) as a definition of the 
energy-momentum tensor, so that (2.25) expresses the conservation of energy 
and momentum. 

In the absence of matter 7”" = 0, and we have ten equations for the 
gravitational field as required. 


23. — The essential points in the above discussion are the following: 


5. at (i) the existence of a metric at each point; 
(ii) the definition of a connexion in order to perform the invariant dif- 
ferentiation process; 
(iii) the connexion between these two concepts; 
(iv) the existence of identities in the geometry. 


We now deal with these in turn in the construction of unified field theories. 
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3. - Metrical Considerations. 


3'1. — It has been well stated by MILNE (!) that in theory construction 
we may either posit the geometry (in which case we must infer the laws of 
nature) or posit the laws of nature and deduce a geometry to fit them. The 
former is the classical approach and the latter is that preferred in unified field 
theories. 

We distinguished in I between theories of type 1 (11 and 12) and those 
of type 2. In theories of type 1 there is always a Riemannian metric; in 
those of type 11, this metric describes the gravitational field in the same way 
as in general relativity, whilst in theories of type 12, this is not the case, 
In a theory of type 2, there does not always exist a Riemannian metric. How- 
ever, axiom V provides that in the limit of negligibly small electromagnetic 
fields, there exists a Riemannian metric. This implies that there must exist 
some geometrical object which can reduce to the Riemannian metric in the 
Special case. 


3°2. — In theories of type 11, the metric describes the gravitational field; 
the paths of general test-particles will then deviate from geodesics, by an 
amount depending on the charge. In theories of type 12, the metric does 
not describe the field alone. If it does not describe the electromagnetic and 
gravitational fields combined, then the existence of a metric is futile. But 
if it does describe the combined fields, there would only be ten degrees of 
freedom, and the theory would be of the type criticised in $$ 1°5-1°6. Moreover, 
the metric would necessarily include a variable coefficient corresponding to 
the ratio of mass to charge of the test-particle, and it is difficult to see how 
this could be so. We conclude that theories of type 12 are either futile or 
impossible. 


3-3. — In the case of theories of type 2, we have a more general metric. 
The natural generalization of a Riemannian metric is that of FINSLER, in which 
the Riemannian formula: 


where w= dr'/do, is replaced by 
(3.32) L= | {gulat, oe} do, 


(14) E. A, MiLNE: Zeits. Astrophys., 6, 29 (1933). 
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g.; being a function homogeneous of the first degree in the a, Theories using 
a more general metric than Riemannian have always been based on a Finsler 
type. It is naturally impossible to enumerate all the possibilities here. 
One suggestion made by MosHARAFFA (*) and by STEPHENSON and 
KILMISTER (1) and STEPHENSON (7) considers a Finsler metric of the form 


(3.33) ds = —— Ande + V Ginn da dx” , 


where A,, and gm, are given tensor fields. In these theories, the four-vector A», 
is related to the electromagnetic four-potential. A similar metric was sug- 
gested by WHITEHEAD (18), but was not used in the development of his gra- 
vitational theory. In the absence of an electromagnetic field, axiom V re- 
quires A,, = 0, and in general ds depends on the magnitude of A,,. Hence 
we must have 


(3.34) Am = An + OnP 5 


where is a scalar field, in order that A,, may be proportional to the electro- 
magnetic potential. However, the metric (3.33) has the disadvantage that; 
the reflexive transformation de”->— de” changes the magnitude of ds. This 
seems physically unacceptable (although it is not contrary to our axioms). 
Moreover, despite the use of a metric of such an unorthodox type, only the 
special case (microscopic) of the electromagnetic theory is included in the 
metric. The inclusion of the macroscopic theory will require the introduction 
of more tensors and it therefore appears that A,, may well occur more. con- 
veniently elsewhere. EDDINGTON (1%) suggests in passing the use of a quartic 
metric: 


(3.35) dst = R,,,5 dada’ dx” dx”. 


Here R,;,s is a tensor which may be taken to be symmetric in all its suffixes 
and accordingly has thirty-five independent components. There seems to be 
no a priori reason for not considering this field theory. The condition for a 
pure gravitational field will then be expressed by 


(3.36) R,5y5 e 13 (GoepIys ate Jou 9 g6 sr Ix6983) ’ 


which is the condition for factorisability. If the Ry¢,3 includes all field va- 
riables, such a theory would be strongly unified. 


(15) A. MOSHARAFFA: Phil. Mag., 39, 728 (1948). 

(16) G. STEPHENSON and C. W. Kitmister: Nuovo Cimento, 10, 230 (1953). 
(1°) G. STEPHENSON: Nuovo Cimento, 10, 354 (1953). 

(8) A. N. WHITEHEAD: The Principle of Relativity (Cambridge, 1922). 

(19) See (7), p. 224. i 
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In the same way, it is possible to consider the metric 
(3.37) ds? = R,5,da° da’ da” , 


(see, for instance, von MOLENAAR (2°)), but we meet again the difficulty that 
the transformation de”->— de” changes the sign of ds. This difficulty could 
be removed by taking absolute values of dx”, ds, at the expense of certain 
discontinuities. A more serious difficulty is the condition that we require a 
Riemannian metric in the absence of electromagnetic fields, and this appears. 
to rule out such a metric. If this theory were possible, it would have twenty 
degrees of freedom. 

The case of the general Finsler geometry has been considered in detail by 
HoRvATH (2!) and HorvATH and Moor (27). It is beyond the scope of this 
paper to consider the results in detail, which (as would be expected) are extre- 
. mely complex. WALKER (?) has shown that if Milne’s kinematic theory is 
to be geometrized to enable the equations of motion to be derivable from a 
least action principle, then the metric must be of a Finsler type. This serves 
to indicate the difference between Milne’s theory and the general theory of 
relativity. 


3°4. — It should be remarked here that the division of theories into different 
types refers to the finished form of the theories. Thus the Schrédinger « purely 
affine » theory (see SCHRODINGER (* ?5)) is of type 1, since it concludes by 
deriving a metric tensor (1/A) Rin. 


3:5. — The conclusions of this paragraph are that: 


(i) theories of type 1 must be of type 11, and there must exist in them 
another geometrical object, as well as the metric, which describes the deviations 
from geodesics of the test particles in the presence of an electromagnetic field; 

and (ii) theories of type 2 are possible with a general Finsler metric; 
the results of using the most general Finsler space are very complex. One 
particular case is the quartic metric of Eddington. 


(20) von P. G. MOLENAAR: Proc. Kon. Ned. Akad. v. VW. 42, 158, 257, 592 (1939); 
44, 41 (1941). 


) 
) 
(23) A. G. WALKER: Proc. Roy. Soc., A 147, 478 (1934). 
(24) E. SCHRODINGER: Proc. Roy. Irish Acad., A 51, 163, 205 (1947); A 52, 1 (1948). 


(25) See (4), Ch. 12, p. 112. 
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4. — Differentiation. 


4-1. — By I axiom VIII, it is clear that we need to be able to differentiate 
the field variables. As remarked in 2:1, ¢,v’ is not a geometrical object. How-. 
ever, the twenty quantities {0,0Î, v7} do form a geometrical object since 


(ah At oF, 
(4.11) x di Agee 

| do = Az; 00i+ (Apd;Ai )v? . 
A suitable method of expression of such geometrical objects has been deve- 
loped by VITALI (7°), whilst a further exposition of this notation has been given 
by BORTOLOTTI (2°). In such a system the metric is the only given geometrical 
object (i.e. there is no connexion), and hence the theory must be of type 2. 
It is true that such theories contradict I, axiom III, but it was remarked in I 
that axiom IIT has not such a strong basis as the other axioms, and there seems 
no reason for not considering such geometrical objects. 

We may notice also that certain differential expressions exist which are 

‘tensors (see, for instance, SCHRODINGER (?*)). It is shown there that the 
Maxwell equations can be written in the form 


Ox iV = st ’ 
(4.12) 
È. 30), 
Vv 
which is independent of a metric, since, as pointed out by BATEMAN (?9), the 
Maxwell equations are invariant under the conformal group in four dimensions. 
A theory involving only such expressions would satisfy axiom III, and it is 
interesting to note that the work of von DANTZIG (3°) and KoTTLER (3) starts 
in this way. Such theories place fundamental importance on the electro- 
magnetic field and attempt to derive gravitational effects from electromagnetic 
properties. Difficulties exist in these theories since we have no metric tensor 
to describe the gravitational field. However, it is of interest to consider this 
possibility since it is an entirely different outlook from that adopted in unified 
field theories at the present time. M@LLER (32) has also shown that the gra- 


(26) G. ViraLi: Geometria nello spazio hilbertiano (Bologna, 1929). 

(2?) E. BoRTOLOTTI: Rend. d. Sem. Mat. d. R. Univ. di Padova, 2, 1 (1931). 

(29) See. (7); Ch. 25-p: 25: 

(29) H. BATEMAN: Proc. L.M.S., 8, 223, 469 (1910). 

(89) D. von DANTZIG: Proc. Kon. Ned. Akad. v. W., 37, 521, 526, 643, 825 (1934); 
Proc. Camb. Phil. Soc., 30, 421 (1934). 

(31) F. KotTLER: Wien. Sitz.; 181. 1, 119 (1922). 

(32) C. MOLLER: The Theory of Relativity (Oxford, 1950), p. 305, 
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vitational field appears to have a close connection with the electromagnetic 
field, since it behaves like a medium with a definite permeability and dielectric 
constant. In addition, SCHRODINGER (**) has shown that in the Einstein- 
Strauss theory a pure charge-free Maxwell field can give rise to a gravitational 
field. However, unlike the electromagnetic field, the gravitational field as 
described by the general theory of relativity is non-linear. This immediately 
raises the question of the existence of gravitational waves. Much: work has 
been carried out on this problem (see, for instance, INFELD and ScHEIDEG- 
GER (**), SCHEIDEGGER (°°) and BRDICKA (*5)) with the general conclusion that 
no system of masses subject to their gravitational field alone can radiate gra- 
vitational waves. 

Theories of the type mentioned in this section will be called unconnected. 


4°2. — If I axiom III is assumed then it is most natural to make the as- 
sumptions (i)-(v) in § 2°1, which lead to the covariant derivative 
(6.21) ot = Oo! + ST, 
Here the J}, are a set of sixty-four quantities transforming under (2.14). We call 
such a theory an affine theory. These theories have been mainly dealt with 
by SCHRODINGER (37). The connection a is then a geometrical object (not 
a tensor), with the help of which the electromagnetic field may be described. 
Thus affine theories may be of type 11 or type 2. 


4:3. — It is possible to assume axiom III and reject (i)-(v) of § 2:1. For Bee 
example, NovoBATSKy (#8) gives a theory of which the following is a gene- 
ralization. The total change in a vector in a general displacement is given by 


(4.31) Avi = dvi + Tividet + Fyids, 


where ds is the length of dx*, the J“, transform as before, and for the product 
rule (§ 2*1 (iii)) to hold, restrictions must be placed on Fi. In order that the 
difference of two parallel vector fields should be independent of position we 


must have 

(4.32) asi, — dsx, == 0 az 
(33) E. SCHRODINGER: Comm. Dub. Inst. for Adv. Studies, A, No. 6 (1951). 
(34) L. Inrerp and A. E. ScHEIDEGGER: Canad. J. Math., 3, 195 (1951). 


A. E. ScHEIDEGGER: Phys. Rev., 82, 883 (1951). 
(36) M. BRDIGKA: Proc. Roy. Irish Acad., A 54, 137 (1951). 
(37) See (24) and (75). 


. F. NovoBATSsKY: Hungarica Acta Phys., 1, 1 (1949). 


A 


9, - Supplemento al Nuovo Cimento 


130 i : | C. W. KILMISTER and G. STEPHENSON 


For a Riemannian metric, this convention requires an ordering of points in 
space-time which NovoBATSKY suggests may be done in terms of four algebraic 
invariants. For such spaces, also, the restriction on F; is Fy; = — Fs. 

We shall call this theory, and others not included under $$ 41, 42, non- 
affine theories. 


4:4. — In the case of a general Finsler metric the elements (points) will be 
x*, €). It is then natural to choose 
It is th tural to ch 


(4.41) Avi= dvi + Fiov'de* + Ci,vida*, 


where J, is a function of x* and £* of degree zero in x*, and Oj, is a function 
of «* and &* of degree minus one in x". Such theories are also non-affine in 
our sense. 


45. - We may characterise such theories as « Projective Relativity » from 
our viewpoint in the following way. Instead of considering the derivative of 
a vector v°, we consider the derivative of the geometrical object (v°, g) where q 
is a scalar. This gives 


(i) a tensor v., + Aig; 
(ii) two vectors Biwi + Cip; 00+ Divit Eig; 
(ii) a scalar Fy + Ge; 


where Aj, Bj, C’, Di;, H;, FP. and G are tensor fields which are chosen (with I7;,) 
such that the process is invariant not only under the usual group G, but under 
«scale changes » (see VEBLEN (?°)). This is thus an extended group theory 
in the sense of I § 3. 


5. — Connexion between Metric and Affinity. 


5*1. — In the case of the unconnected theories of § 41, no question arises: 


5°2. — In the case of the affine theories of type 1, we have (from 
ds? = Ymn da” dx") the relation between the length of a vector A‘ and its 
components . 


(5.21) A? — gg AA, 


(99) O. VEBLEN: Projektive Relativitàitstheorie (Berlin, 1933). 


| solution of (5.23) has already been given in (2.16). Alternatively, we could 
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and, in parallel displecement, Er 
(5.22) Op At Gir AA”. 

The hypothesis of zero change in length leads to the forty equations 

(5.23) Jin = 0, 


which, with 16% =0 are the equations of general relativity. The general 
Vv 


add the condition 


(5.24) Fij,=9, xo) 
iii 
where F,, is some six-vector. This is the same as defining a new tensor a 
Vv 
(5.25) Ii; == Gis ate Ii; ’ 
: Vv 
where g:; is the symmetric tensor involved in (5.23) and g, = F,,. But the 
Vv È 
equations 
(5.26) Jin = 9%, 


although sixty-four in number, do not possess solutions unless the restrictions 
(5.27) det ga = A det gi 


(where A is a constant) are satisfied (see HLAVATY (‘°)). Hence (5.26) is a 
useless set of equations for a unified field theory due to the severe restrictions 
imposed on the two sets of field variables. On the other hand, if we replace 
(5.26) by 
(5.26) Ii k; j == 0; dia — che Qst; #0 ’ 

(E 
as in the Finstein-Strauss theory (see EInsTEIN (4) and EINSTEIN and 
STRAUSS (‘2)) then solutions exist without any restrictions on the g,;. By 
cyclic permutation of the indices and raising and lowering all indices with 
the symmetric g;;, we find the implicit solutions 


| ee =. FFG palm me 1 Imp Tin)» 


5.27 i 
Too re 16 g 8 94 dI li 0.9) si gg ’ 
V Vv Vv V V 


(40) V. HLavart: Journ. Rat. Mech. Anal., 2, 1, (1953). 
(41) A. ErnstEIN: Anns of Math., 46, 578 (1945). 
(42) A. Exxstern and E. G. Strauss: Ann. of Math., 47, 731 (1946). 
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where | denotes covariant differentiation with respect to /%, and ee is 
the Christoffel bracket of the gmn. 

Equations (5.26) are the basis of the recent development of the unified 
field theory problem by EINSTEIN (*) and a complete analysis of this type 
of theory has recently been given by HLAVATY (#). Properties of these gene- 
ralized Riemannian spaces have also been discussed by EISENHART (4°), whilst 
considerable effort has been put into finding solutions of the field equations. 
In particular, the static solutions of the field equations have been worked out 
by Bonnor (4) and these appear to indicate the existence of free magnetic 
poles with zero rest mass. 


5:3. — In the case of non-affine theories of type 1, we have for Novo- 
batsky’s theory exactly the same conditions (5.23) for the symmetric g;;. The 
two cases of assuming J”, = 0 (as in the Novobatsky case), and taking twenty- 

Vv 


four new field variables J? occur in the same way. It seems difficult to adopt 
Vv 


a restriction of the type (5.24) in this theory. 


5:4. — In some theories a change of length is postulated in parallel displa- 
cement. This leads to the equations 


(5.41) Gin: = Kin; , 


which give, in the case of the restriction i = 0, the solution 
Vv 


(5.42) in = w= 4; J SÌ + og" Hus , 


where Hx; is related to K,xs. 
We have, as before, the possibility of a theory involving twenty-four in- 
dependent Ta 


A SERE case considered by WEYL (4°) and further extended by EDDING- 
TON (48) consists in placing 


(5.43) Kini = GuA;, 


(48) A. EINSTEIN: The Meaning of Relativity (New-York, 1951), Appendix II. 
(44) V. HuavatY: Journ. Rat. Mech. Anal., 1, 539 (1952); 2, 1 (1953); Proc. Nat. 
Acad. Sci., 39, 501, 507 (1953). 
(4) L. P. EisENHART: Proc. Nat. Acad. Sci., 87, 311 (1951); 38, 505 (1952). 
(48) W. B. Bonnor: Proc. Roy. Soc., A 209, 353 (1951); 210, 427 (1952). 
(47) H. WeyL: Site. d. Preuss. Akad. d. Wiss., p. 465 (1918). 
(48)* Sees (2). Ch: si52p. 213: 
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where A; is a given vector field. In this case, we find the WEYL symmetric 
affinity 


rie i + (04% An Im A); 


where Gms = 0{,. This four-vector A, is related to the electromagnetic four- 
potential at a later stage of the theory. 


5°5. — In affine theories of type 2, we have for the General Finsler space 
(5.51) A?= g,;(a*, 2*)A‘A), 
and no change in length gives the equations 
| dg — Girl x5 — Gal 


À 0;Jii PIL fl ba Ivi Ch, = 0 , 


(5.52) 


where d,— 0/00%. 
These equations may be readily solved for J’, and C?, once an unique 
method of raising and lowering the suffixes has been decided upon. When 


Ji. iS Symmetric, we have to impose Ta = = 0 and Coe = = 0 to make the so- 


lutions determinate. There is, ci no reason ae a non-symmetric 
Finsler Theory should not be considered in which 


(5.53) Gis(0%, wr) ae Gis(0%, a") + ge", a) : 
Vv 


Equations (5.52) then form one hundred and twenty eight equations for the 
same number of affine components /",, Cî,. Such a theory would be almost 
unworkable. 


6. — The Derivation of Field Equations. 


6-1. — The possible methods of deriving field equations have been discussed 
in I ($$ 7:3-7:4). At least two methods were shown to be possible. One is 
based on a variational principle, and the other on identities occurring in the 
geometry. We shall now discuss the use of these methods in various unified 
field theories. 


6:2. — In $ 2, the Bianchi identities, 


ta im 


(6.21) R' + R itm Pel ai Rist: ,= 9, 
V 


ri 
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in a Riemannian space with a symmetric affine connection were shown to 
lead to the identification 

(6.22) Tir — Rik— Y, git(R— 24), 

for the energy-momentum tensor 7. In free space, 7° 0, and (6.22) leads to 
(6.23) Rix = Ma - 

(The cosmical constant A may be very small or even zero). This exemplifies 
the deduction of field equations from identities in the geometry by first finding 
the energy tensor. 


A possible variational method for general relativity is based on the re- 
quirement 


(6.24) ò|RV-—gar=0, 


where È is the scalar curvature of an arbitrary symmetric connexion and Ymn 
is an arbitrary symmetric tensor which is used for raising and lowering suf- 
fixes. This leads to the field equations 


| Rie = 0 9 


| Gini = 0. 


(6.25) 


The second of these equations leads to 


s 

a i 

and determines the I, in terms of the gm, without the need for assumptions 
concerning zero change of length in parallel displacement. On the other hand 
the variational principle cannot give an energy tensor, and thus affords no 
description of the field where matter is present. If, however, we assume, in 
addition, the expression (6.22) for the energy tensor, we no longer require 
the variational principle for the derivation of the field equations. We must 
always be careful that in using the variational method the results so obtained 


do not contradict the results obtained from identities which may exist in the 
geometry. 


(6.26) i Din = 


6:3. — The principal theories described in $$ 3-5 were as follows: 


(i) Unconnected theories; none of these has been worked out, but we 
shall take on an example that is most likely to prove rewarding — 
namely, the Eddington quartic metric. 
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(ii) Affine theories of type 1. The following theories have been men- 
tioned and will be considered further: 
a) Weyl’s gauge theory; 
b) Eddington’s extension of Weyl’s theory; 
c) the Einstein-Strauss theory; 
d) Schrédinger’s affine theory. 


(iii) Affine theories of type 2. We shall consider in more detail the 
work described in STEPHENSON and KILMISTER (4°). 


(iv) Non-affine theories. We consider: 
a) general Finsler theories; 
b) Novabatsky’s theory; 
c) extended group theories, in particular, projective relativity. 


6:4. — No study has been made of possible identities in the geometry defined 
by the quartic metric. It would be possible, however, to set up a variational 
theory in terms of the Lagrangian density 
(6.41) (erred gefan giklmerarsR | Rosa RegirEeanms)* ì 
The corresponding field equations have not been found, but are almost certain 
to be very complex, and unlike the usual ones. There is no a priori reason 
for rejecting this theory. 


6°5. — In Weyl’s gauge theory, the Bianchi identities have been considered 
by BERGMANN and EINSTEIN (5°) and these lead to 


(6.51) (R=—WYyg™R+ PV), =0, 
Finn; > 0 b) 


where Fyn = 0,Amn— OmAn: The form of the first equation is unnatural, 
since we would expect the Maxwell stress-tensor, rather than PV to be com- 
bined with R™"— 1% g™R. However, BERGMANN and EINSTEIN considered 


solutions of 


em, (RE Vg Gas 
(6.52) : Ty 
| Fimn; = 0 4 


and found that none existed of a «correct » form. 


(49) See (19). 
(50) P. G. BERGMANN and A. EINSTEIN: see « Introduction to the Theory of Rela- 
tivity» by P. G. Buremann, 4th Edition (New York, 1942), p. 253. 
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The possible gauge invariant Lagrangian densities are Re — 9; Rink™/ —g, 
FF —9 and Rirnnki™™/—g. Any linear combination of these may be 
Vv 


used to find the field equations, which are clearly not unique. Such combi- 
nations have been considered by GREGORY (51), LANCZOS (5) and BUCHDAHL (5). 
Lanozos has shown that the last Lagrangian density is redundant since it 
may be expressed as a linear combination of the first two. 

In Eddington’s extension of Weyl’s gauge theory, the Bianchi identities 
again lead to the forms (6.51) and the same difficulties therefore occur. Here, 
however, a natural length is defined by the equation 


(6.53) Rn = dmn 5 


where R,,, is the contracted curvature tensor for an arbitrary symmetric con- 
nection. From the metric, a conserved tensor Ti is deduced and identified 
with the energy tensor. Moreover, Rk, is the curl of a vector, so that 


mn 


(6.54) REI 


and accordingly È 
xe mn 
Vv 


fining 

(6.55) Joa Byes 
we have the equation of continuiry 

(6.56) PAIA 


and it is natural to identify J‘ as the charge-current vector. The equations 
(6.54), (6.55) are then Maxwell’s equations. This discussion affords a beau- 
tiful illustration of the derivation of the field equations by learning the theory- 
language, as discussed in I, $ 7. 

Variational discussions by EDDINGTON stress the importance of the in- 


variant density V. —|Rmn|, which is formed entirely from the affine connexion. 


6.6. — EinsTEIN (54) has given derivations of field equations in his gene- 
ralized theory in terms of the Bianchi identities, but in his latest work (55), 


(51) C. Grecory: Phys. Rev., 72, 72 (1947). 

(52) C. Lanozos: Ann. of Math., 39, 842 (1938). 

(5°) H. BucHDaAHL: Proc. Nat. Acad. Sci., 38, 66 (1948); Proc. Hdin. Math. Soc., 
10, 16 (1953). 

(54) A. EINSTEIN: Canad. J. Math., 2, 120 (1950). 

(55) A. Ernstetn: The Meaning of Relativity (Princeton, 1953), Appendix II. 


is identified as the electromagnetic six-vector. By de- . 
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| he prefers a variational approach. He chooses a Lagrangian density L, which 
| is a function of the independent g,; and Ti, both of which are non-symmetric. La 
L is chosen such that one variational equation is 


(6.61) (V- gg); =0 


and such that the resulting field equations are Hermitian. Such a Lagrangian is 


The g;; are varied subject to 


(6.63) (VE gg) = 0, 


resulting in the equations 


| (V—9 9.4);;=9, T,=0, BES 
CAL 


(6.64) ST È È 
iene? pai 


In the Schrédinger purely affine theory, the Lagrangian density (following 
EDDINGTON) is chosen as 


where ,,, is the contracted curvature tensor of an arbitrary asymmetric 
connexion. Field equations, of the form 
(6.65) R 23 Ow 


mn;k 
+— 


then suffice to determine the 64 field variables, and the equation 
(6.66) Tia Ta Man 
follows, where 
— ÒL 
(6.67) E ES 


Equation (6.66) then defines a Riemannian metric Ymn. 


6°7. — In the non-affine theory of type 2 which was considered by STE- 
PHENSON and KILMISTER (5°), the field equations were derived by analogy 


(58) See (19). 
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with the use of (6.24) in general relativity. The scalar È in (6.24) is the scalar 

curvature, which may be defined geometrically. Making equivalent definitions 

in the geometry of this theory leads to a scalar curvature R—4F_,FV, 
Vv 


WwhierestHioz 20742 05247 The resulting field equations are of the form 
(6.71) Rin — Va Gunn R = — 8B nn + 


Such equations have been criticised in this paper ($ 1), but since the metric 
here is not postulated to describe the gravitational field alone, the criticisms 
do not apply. On the other hand, there is no obvious way of generalising 
this theory to include a general macroscopic field. 


6-8. — In the Finsler space of HorvATtH and Moor (5) there exist certain 
Bianchi identities of the form 


(6.81) (Ri, — 4 6,R).,=—%M,, 
where M, is a four-vector defined in terms of the metric in a complex manner. _ 
The variational principle chosen there employs a Lagrangian density derived 
from one of the scalar curvature which arise in the theory. 


NOvVABATSKY’S paper contains no suggestions for the derivation of the field 
equations, and it is hard to suggest how this might be done in his theory. 


6:9. — As an example of an extended group theory (other than Weyl’s) we 
consider VEBLEN’s presentation of projective relativity (58). In projective 
co-ordinates, the field equations selected are of the form 


(6.91) Ls a Rig — 1 VapÈ ) (a, B = 1, 2, 3, 4, 5) 
and these lead to the set 


| Rix_- VY, gi*R + 28% — 0, 


(6.92) : DV — 0 5 (i, k= i 2, S: 4) 
Lire Vp 
Here 


is the Maxwell stress-tensor, and the current four-vector is defined by 


(6.94) Wea. 
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The equation (6.91) can be derived by variational methods from a Lagrangian 


density RV. —yv, varied subject to the condition yo = 1. There is also an 
obvious method in terms of Bianchi identities. 


7. — Conclusions. 


7-1. — It is inevitable that the conclusions of these papers should be nega- 
tive and pessimistic in nature. We have attempted to axiomatise unified 
field theories from the view-point of stating those conditions which such 
theories could reasonably be expected to satisfy. 

None of the theories which have been fully developed and which satisfy 
our axioms are entirely satisfactory. In all cases, the macroscopic form of 
Maxwell’s equations does not seem readily deducible. Further there are other 
objections to most of these theories, some of which have been briefly mentioned 
in these papers. 

The number of new possibilities satisfying the axioms is necessarily small. 
At present the most likely choice seems to be the use of the quartic metric 
of EDDINGTON, but the discussion of this theory would undoubtedly be a dif- 
ficult task. 

If we assume, then, that any attempt to construct a unified field theory 
in keeping with our axioms will lead to failure, it remains to enquire which 
of our axioms may be sacrificed. We have already mentioned the possibility 
of relaxing axiom III both in connection with theories involving spinors, and 
also for unconnected theories. Since it was shown by WHITTAKER (°°) that 
the spinor calculus is contained in the tensor calculus, the best that could be 
hoped from the introduction of spinors is that a very difficult tensor theory 
may be made easier to manipulate. This does not affect the point at issue 
here. In the case of unconnected theories there is a distressing lack of field 
variables, but it is possible that this could be overcome. To discard axiom I 
would be a counsel of despair, since it is precisely because of the difficulty of 
learning theory-languages that the present theories are difficult. Axiom II 
is necessary for an application of any of the usual geometrical ideas. Similarly 
axioms IV and V describe the theory which we have learnt and now wish to 
generalize, and axiom VIII only describes the type of theories we seek to 
construct. There remain axioms VI and VII. Alteration of axiom VI will 
make no difference to the difficulty of deriving field equations. It would be 
possible to generalize it; a first step would be to assume that the j* were 
infinite series in the first derivatives, with coefficients functions of x* only. 
But this would certainly complicate the theory. 


(59) E. WHITTAKER: Proc. Roy. Soc., A 158, 38 (1937). 
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Axiom VII seems, therefore, the most likely one to relax. A merely formal 
unification may be all that is possible; and if this is admitted the axiom system 
of these papers becomes unnecessary. The problem is then the much simpler 
one of geometrizing the combined gravitational and electromagnetic equations. 


7-2. — Although it has not proved possible to reach a definite result, the 
conclusion seems to be that no satisfactory field theory may exist which 
satisfies all our axioms. It appears more profitable to concentrate on pro- 
ducing a merely formal unification, if any at all is desirable. This view-point 
is different from that usually adopted in unified field theory, but as explained 
in I, § 1 these papers are only concerned with the unification of the macro- 
scopic fields; those who seek for non-formal unifications usually hope that such 
theories will include a satisfactory description of quantum events. At the 
present time, this hope seems unlikely to be fulfilled. However, there is little 
"doubt that the latest version of the Einstein unified field theory (equations (6.64)) 
represents the most hopeful and mathematically consistent generalisation of 
general relativity yet found. The true test of this theory as an adequate 
description of the physical world must await exact solutions of the field 
equations. 
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